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DYNAMIC SPATIAL GENERAL EQUILIBRIUM 
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0. 摘要 

We incorporate forward-looking capital accumulation into a dynamic discrete choice model of 

migration. We characterize the steady-state equilibrium; generalize existing dynamic exact-hat 

algebra techniques to incorporate investment; and linearize the model to provide an analytical 

characterization of the economy’s transition path using spectral analysis. We show that capital and 

labor dynamics interact to shape the economy’s speed of adjustment toward steady state. We 

implement our quantitative analysis using data on capital stocks, populations, and bilateral trade and 

migration flows for U.S. states from 1965–2015. We show that this interaction between capital and 

labor dynamics plays a central role in explaining the observed decline in the rate of income 

convergence across U.S. states and the persistent and heterogeneous impact of local shocks.  

本文将前瞻性资本积累纳入了动态离散迁移选择模型中。本文描述了稳态均衡；推广

了现有的动态精确帽子代数技术；并且将模型线性化，以使用谱分析方法对经济转型路径

进行探讨。本文的研究表明，资本与劳动的动态交互作用改变了经济向稳态的调整速度。

本文使用 1965 年至 2015 年美国各州的资本存量、人口以及双边贸易和劳动力流动数据进

行量化分析，结果显示，资本与劳动间的动态交互作用在解释美国各州收入趋同速度下降

与地方冲击的持续且异质性影响方面发挥着核心作用。 
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1. 引言 

1.1 研究动机 

经济学的一个核心研究问题是理解经济活动的分布对基本面冲击（如生产率变化）的

反应。一般而言，这种反应可能是动态的，因为流动要素（劳动力）的迁移摩擦，以及不

流动要素（资本结构）的逐渐积累。然而，一个关键的挑战是在具有人口流动性的经济地

理模型中对前瞻性资本投资进行建模。原因是每个地点的投资和迁移决策存在相互依赖

性，并且涉及未来所有时间段和所有地点，考虑到经验现实中的大规模地点数量，这将导

致令人望而却步的庞大的状态空间。对此，本文主要想解决的问题有两个：第一，如何开

发一个可以克服高维状态空间挑战的易于处理的一般均衡模型框架；第二，如何解出这个

一般均衡模型动态变化的闭式解。 

1.2 研究内容 

本文主要做了以下工作：第一，模型设定。本文首先详细说明了模型的基本设定，包

括常弹性引力方程（Constant Elasticity Gravity Equation）、代理人设定（Workers and 

Landlords）等，清楚说明了为何在本文模型设定下可以避免引入大型状态空间（State 

Space）去分析动态空间经济问题。此外，本文还证明了即使考虑大量经济地理差异，模型

稳态均衡（Steady-state Equilibrium）仍然存在且唯一，并且可以使用动态精确帽子代数

（Dynamic Exact-hat Algebra）的方法求解空间经济演进动态； 

第二，模型线性化。接下来，本文展示了如何通过冲击矩阵（Impact Matrix）与转移

矩阵（Transition Matrix）将模型线性化（Linearize）从而解出经济动态变化路径的闭式解

（Closed-form Solution），而这些矩阵均可基于经验数据获得； 

第三，模型应用。本文将模型应用于分析 1965 - 2015 年美国各州收入收敛性（Income 

Convergence）的决定因素，以及当地冲击的持续性和异质性影响。分析发现美国各州收入

收敛的决定性因素更多地取决于各州的初始条件，而不是基本面冲击（Shocks to 

Fundamentals），各州的初始条件差异解释了收入收敛速度的下降。本文还采用谱分析

（Spectral Analysis）进一步表明了稳态收敛取决于资本积累与劳动力迁移之间的相互作用，

并详细分析了密歇根州锈带地区（Rust Belt）相对生产力下降、亚利桑那太阳带地区（Sun 

Belt）相对舒适度提升特征对劳动力流动与资本积累的影响机理； 

第四，模型拓展。本文后续进行了一系列模型拓展，以表明本文所构建模型的可拓展

性。例如，本文进一步将集聚力引入生产和居住决定，证明在常弹性贸易模型中，无论市

场是否完全竞争，本文所得出的基准结论依然成立。不仅如此，本文还引入住宅资本、允

许地主（Landlord）投资其他地区、引入多部门投入产出关系，拓展了本文基准模型。 

1.3 研究贡献 

与现有文献相比，本文主要做出了两个主要贡献：（1）首先，本文开发了一个易操作
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的模型框架，将前瞻性投资纳入动态的离散选择迁移模型，从而克服了高维状态空间的挑

战，构建了一个空间经济学领域易于扩展的基准工作模型（Workhorse Model）；（2）其

次，本文将模型进行线性化，基于一系列技术获得动态空间一般均衡模型的经济演进路径

的闭式解，从而得以对动态空间经济问题进行分析。 

 

2. 动态空间模型 

本文模型基本经济环境设定如下：（1）经济系统中包括多个离散地区（Locations）；

（2）时间 t 为离散变量；（3）两种无限期生存的代理人（Agents）寻求终生效用最大化：①

劳动者（Workers），无弹性供给 1 单位劳动力，并且可以花费迁移成本进行区域流动，他

们没有额外收入进行投资，是仅够温饱的（Hand-to-Mouth）；②业主（Landlords），拥有地

方资本（Local Capital）且区域不可流动，他们将基于终生效用最大化对消费和地方投资

（Local Investment）进行前瞻性决策（Forward-looking Decision）。 

2.1 生产部门 

t 时期，地区 i 拥有劳动者（ it ）与地方资本（ itk ），地区企业采用劳动力与地方资本

进行生产，产出（ ity ）服从以下完全竞争与规模报酬不变生产函数： 

 1) 1,
1

( ( ) ,     0it it
it ity z kµ µ µ

µ µ
−= < <

−
  （1） 

其中， itz 代表 i 地区、t 时期的相对生产率。假定地区之间贸易需支付冰山运输成本

（Iceberg Trade Cost），令 1,  nit inτ > ≠ 为 i 地区运往 n 地区的运输成本价格加成比例，本地产

品自产自销不存在运输成本，也即 1iitτ = ，则产品定价为： 

 
1

,nit it it
nit nit iit

it

wp r
z

p
µ µτ

τ
−

= =  （2） 

其中， iitp 为离岸价格（Free on Board），不妨令各地区总劳动力收入标准化为 1，也即

有：
1

1it it
N

i
w

=
=∑  。 

2.2 劳动者消费 

t 时期，地区 n 的劳动者的当期效用取决于当地生活舒适度（Amenities， ntb ）与消费

指数（ w
ntc ）。注意劳动者不进行投资，并且按照 Armington形式（Armington（1969））对各

异质性贸易产品进行消费，以最大化其跨期效用，其效用函数如下： 

 
1

1

1 1,  1,,     ( ) ,  w w w w
nt nt t

N

nt n ni
i

u b c c c

θ
θ θ
θ θ σ σ

+

+

=

 
= − > 

 
= = ∑  （3） 

其中，上标 w 代表劳动者， 1σ > 为 CES 函数常替代弹性， 1 0θ σ= − > 为贸易弹性，

则劳动者间接效用函数与对偶价格指数（Dual Price Index， ntp ）可表示为： 

https://www.jstor.org/stable/3866403
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1/

1

,     ,
N

w nt nt
nt nt nit

int

b wu p p
p

θ
θ

−
−

=

 
= =  

 
∑  （4） 

其中， nitp 为来自 i 地区异质性产品的价格。 

2.3 资本积累 

t 时期，地区 i 的业主在其预算约束下，选择消费与投资最大化其跨期效用： 

 
1 1/

0

,( )
1 1 /

k
k t s it s
it t

s

cv
ψ

β
ψ

−∞
+ +

=

=
−∑  （5） 

其中，上标 k代表业主，消费指数 k
itc 的形式与公式（3）一致， β 为跨期贴现因子，ψ

为跨期消费替代弹性。由于前文设定业主不跨区域迁移，因此这里不考虑业主对地区便利

性设施的效用，因为这并不会影响均衡结果。 

假定业主各地区投资的加总函数形式与消费指数一致，则其投资与消费指数的相对价

格为 1，也即业主跨期选择的预算约束为： 

 1( (1 ) ),k
it it it it it itr p c kk kδ+= + − −  （6） 

其中， itr 为 i 地区 t 时期资本的收益率， 1 (1 )it itk kδ+ − − 为 t 时期净投资，不妨令

1 /it it itR r pδ≡ − + 为资本的毛收益率。此时，可证得以下引理 1（见附录 B.1）。 

引理 1：令 itς 满足
1 1

1
1 11 ( [ ])it t it itR

ψ
ψ ψψ ψς β ς

−
−

−
+ += +  ，则最优化条件下 i 地区 t 时期业主的消

费决策为 k
it it it itRc kς= ，投资决策为 1 (1 )it it it itk R kς+ = − 。 

引理 1 表明业主在最优化条件下拥有线性的储蓄率 (1 )itς− ，并且是内生的、前瞻性

的，取决于未来的资本毛收益率{ }it sR + 。 

2.4 劳动者迁移决策 

在提供劳动力并进行消费以后，劳动者在 t 时期将面临一个特殊的迁移冲击（ gt ），并

决定迁移到哪个地区（或者不迁移）。则劳动者在 i地区 t时期的价值函数 w
it 及其最优化地

区迁移条件可表示如下： 

 { }
1{ }

1ln max ,
N

w w w
it it t gt git gt

g
u κβ ρ+ = + − +     （7） 

其中， β 为跨期贴现因子， [ ]t ⋅ 代表迁移 g 地区预期价值收益，本文假定劳动者效用

函数为对数形式（Log Utility），迁移冲击 gt 满足极值分布函数
( )

( ) eF e
γ− −−=



 ，其中 γ 为欧

拉-马歇罗尼常数（Euler-Mascheroni Constant），系数 ρ 为迁移冲击的分散系数，假定双边

迁移成本κ 满足 1nitκ > ，当且仅当 n i= 时，有 1iitκ = 。 

2.5 市场出清条件 

产品市场出清意味着在任一地区 i，劳动者与业主的总收入都将等于该地区产品生产的
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总投入，也即满足如下条件： 

 
1

( ) ( ),
N

it it it it nit nt nt nt nt
n

w r k S w r k
=

+ = +∑   （8） 

其中，本文假定区际贸易是平衡的，贸易不平衡的情况将在第 4 章模型拓展部分进行

论述。而资本市场出清则意味着资本收益率等于厂商采用资本要素的相对边际产出，在完

全竞争市场与利润最大化条件下资本市场出清条件为： 

 ,1
it it it itr k wµ

µ
−

=   （9） 

本文动态空间一般均衡模型的基本设定如表 1 所示。 

表 1 动态空间一般均衡模型基本设定 

一、生产部门 

生产函数 1( () )
1

it it
it ity kz µ µ

µ µ
−

−
=

  

区际贸易成本 1nitτ ≥  

二、劳动者偏好与迁移选择 

劳动者价值函数 { }
1{ } 1ln max [ ]N

w w w
it it t gt git gtg

u β κ ρ+= + − +    

劳动者当期效用 1
1

1

[ ( ) ]w w
nt nt nit

N

i
u b c

θ θ
θ θ

+
+

=
= ∑  

区际迁移成本 1gitκ ≥  

劳动力市场出清 
1

1N
iti=
=∑   

三、业主偏好与资本积累 

业主跨期选择函数 
1 1/

0

( )
1 1 /

k
k t s nt s
n st t

cv
ψ

β
ψ

−
+

=

∞ +=
−∑  

业主当期效用 
1

1
1[ ( ) ]k k

nt nii t
Nc c

θ θ
θ θ

=

+
+= ∑  

资本积累函数 
11 )(1 n

N

i
k

nt nt itk k ιδ+ =
= − +∑  

四、产品市场出清 

产品市场出清条件 
1 1
( )w k kN

it i
N

n nn t nit nity c c ι
= =

= + +∑ ∑  

注： k
nitι 表示业主用于 n 地区投资的生产于 i 地区 t 时期的消费品。 

2.6 一般均衡 

给定状态变量（State Variables） 0 0{ , }i ik ，经济系统一般均衡表现为资源配置与价格的

随机过程，在这一过程中，所有地区的企业选择要素投入实现利润最大化，劳动者选择消

费与区际迁移最大化其效用，业主则选择消费与投资最大化其效用，所有市场均出清。为

了更清晰地说明一般均衡结果，本文特别挑选 5 个模型内生变量 0{ , , , , }it it it it it tk w R v ∞
= ，其他

所有内生变量均能表示为这些变量的函数。 

2.6.1 资本回报与积累 

基于公式（9）资本市场出清条件，任一地区 i 的资本毛收益率需满足如下条件： 

 1 ,1 it it
it

it it

wR
kp

µδ
µ
−

+= −
  
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而任一地区 i 的价格指数则可以表示为： 

 

1/
1

1

1

( / ) / ,1N

nt it it it ni i
i

p w k z

θθµ
µµ τ

µ

−−−
−

=

 



  =

    

 −

 

∑   （10） 

资本运动方程为： 

 1 ,1(1 ) 1 it it
it it it

it it

wk k
kp

µδ
µ

ς+ −
 
−

−
+ 


=



  （11） 

其中， (1 )itς− 为引理 1 中定义过的储蓄率，也即： 

 
1 1

1
1 11 ( [ ]) .it t it itR

ψ
ψ ψψ ψς β ς

−
−

−
+ += +   

2.6.2 产品市场出清 

使用 CES 消费份额，公式（2）产品市场均衡价格，公式（9）资本市场出清条件，公

式（8）产品市场出清条件，则各地区收入与产品生产投入相等的条件可以改写为仅决定于

劳动收入，也即： 

 
1

,
N

it it nit nt nt
n

w S w
=

= ∑   （12） 

 
1

1

1

( ( / ) / )

( ( /
,,    

) / )

it it it ni i nit nt nt
nit intN

it it
mt mt mt nm m

m

w k zS
w

S wT
wk z

µ θ

µ θ

τ

τ

− −

− −

=

= ≡

∑
 





 （13） 

其中，（12）式得以化简的原因在于资本收入可以简单表示为劳动收入的常数倍， nitS

为 t 时期 n 地区进口自 i 地区的支出份额， intT 为 t 时期 i 地区出口到 n 地区获得的收入份

额，注意二者下表 n与 i位置有所不同，一方面代表变量主体地区，另一方面则代表不同的

矩阵位置（第一个下标代表矩阵行，而第二个下标则代表矩阵列）。 

2.6.3 劳动者价值函数 
使用公式（7）劳动者价值函数、公式（3）劳动者间接效用函数、以及Gumbel极值分

布的性质，可得劳动者 t 时期 n 地区的期望价值函数 w
ntv 为： 

 ( )1/

1
1

,lnln ln exp( ) /
N

w wnt
nt nt t gt gnt

gnt

wv b v
p

ρ
κρ β +

=

 
+ 

 
= + ∑   （14） 

其中， [ ]w w
nt ntv ≡   ，也即对迁移冲击{ }gt 的价值期望； 1 1[ ] [ ]w w

t gt t ntv + +=    则取决

于未来基本面变量 1{ , }is is s tbz ∞
= + 。 

2.6.4 人口迁移方程 

基于极值函数的性质，人口分布随时间演变的人口流动条件为： 

 1
1

,
N

gt igt it
i

D+
=

= ∑   （15） 
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( )
( )

1/

1

1/
1

1
1

,     ,
exp( ) /

exp( ) /

w
t gt git it igt

igt gitN
w gt

t mt mit
m

v
D

D

v
E

ρ

ρ

κ

κ

β

β

+

+
+

=

≡=

∑








 （16） 

其中， igtD 为 1t t + 时期、i地区向 g地区的迁出概率（Outmigration Probability）； gitE

为 1t t + 时期、g 地区向 i 地区相应的迁入概率（Inmigration Probability）。 

2.6.5 一般均衡的性质 

给定状态变量 },{ it itk 以及现实地区基本面 },{ it itz b ，任一时期的一般均衡均可解出，

与基准静态贸易模型求解过程一致。例如，资本存量{ }itk 由均衡储蓄率决定；动态人口分

布{ }it 则由区际迁移引力方程决定。下面本文将正式定义这个一般均衡。 

定义 1—一般均衡：在初始时期 0t = ，给定任一地区 i 状态变量 0 0},{ i ik ，一般均衡是

指任一地区 i 工资、资本回报、预期收益、劳动者数量、资本存量的随机过程（Stochastic 

Process） 1 1 0, ,{ }, ,it it it it it tkw R v ∞
+ + = ，可基于 t时期的基本面冲击 1{ }, t

is is sbz = 进行衡量，并解出价

值函数（公式（14））、人口流动条件（公式（15））、产品市场出清条件（公式（12））、资

本市场出清条件（公式（11）），其中储蓄率则由引理 1 决定。 

本文接下来定义确定性稳态，在稳态下基本面{ , }i iz b∗ ∗ 与内生变量{ }, , , ,i i i i ik w R v∗ ∗ ∗ ∗ ∗
 将不

随时间变化，本文使用星号上标表明变量的稳态值。 

定义 2—稳态：经济稳态是指一种均衡状态，此时所有地区相关基本面与内生变量

（工资、预期收益、劳动者数量以及地区资本存量）都不随时间变化，可以用符号表示为

{ , }, , , , ,i i i i i i ib k w vz R∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
 。 

接下来，本文将提供模型存在唯一稳态解的充分条件（Sufficient Condition）。 

命题 1—稳态唯一存在性：给定不随时间变化的地区基本面{ , , },i i ni niz b τ κ∗ ∗ ∗ ∗ ，存在唯一

的稳态经济活动空间分布（取决于个体选择）{ }, , , ,i i i i ik w R v∗ ∗ ∗ ∗ ∗
 的充分条件为，模型参数

}, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ 的系数矩阵（A）的谱半径（Spectral Radius）小于或等于 1。 

证明见附录 B.2。 

2.6.6 贸易与迁移份额矩阵 

为捕捉基本面冲击下模型的动态演进路径，下面本文将引入贸易与迁移份额矩阵： 

（1）贸易份额矩阵。令 S 为 N N× 的矩阵，其中第 ni个元素为进口地区 n在出口地区 i

上的支出；令T 为 N N× 的矩阵，其中第 in个元素为出口地区 i在进口地区 n上的收入；据

此，本文定义矩阵 S 为支出份额矩阵（Expenditure Share Matrix），矩阵T 为收入份额矩阵

（Income Share Matrix）。 

（2）迁移份额矩阵。类似的，令 D 为 N N× 的矩阵，其中第 ni 个元素为地区 n 向地区

i 的向外迁移份额（Outmigrants，迁出）；令 E 为 N N× 的矩阵，其中第 in 个元素为地区 i

向地区 n 的向内迁移份额（Inmigrants，迁入）；据此，本文定义矩阵 D 为迁出份额矩阵

（Outmigration Matrix），矩阵 E 为迁入份额矩阵（Inmigration Matrix）。 
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此外，为了理论的完备性，本文将基于实证数据的特征进一步假定：第一，矩阵 S 与

矩阵 D 为不可约矩阵（Irreducible Matrix），也即对于所有地区都存在直接或间接贸易与迁

移流，矩阵满足对于任意 ,i n ，都有 [ ] 0k
in >S 、 [ ] 0k

in >D ；第二，所有地区都拥有正的物

资产品与正的自有居民，也即对于任意 i 有 0ii >S 、 0ii >D 。 

2.6.7 动态精确帽子代数 
现在，本文将进一步推广现有动态精确帽子代数（Dynamic Exact-hat Algebra）方法，

将前瞻性投资决策纳入反事实分析中。假定可观测的经济活动空间分布正沿着不可观测的

稳态演进，则给定初始已观测的模型内生变量，可以针对任何未来基本面变化的预期收敛

序列解出经济动态演进路径的时间差分形式（ 1 1 /t t tx xx + += ），详见命题 2。 

命题 2—动态精确帽子代数：给定一组已被观测到的经济系统初始资源配置情况：

（ 0 1 0 1 1 1 0 , 1 , 1 , 1{ } ,{ } ,{ } ,{ } ,{ }N N N N N
i i i i i i ni n i ni n ik k S D= = = = − = ），并且在完全理性预期（Perfect Foresight）下

存在一个未来基本面变化的收敛序列： 

 { }1 1 , 1 , 1 1
{ } ,{ } ,{ } ,{ } ,N N N N

it i it i ijt i j ijt i j t
z b τ κ

∞

= = = = =


  

则求解这个模型所有内生变量的变化序列，并不需要以下基本面的任何信息： 

 { }1 1 , 1 , 1 0
{ } ,{ } ,{ } ,{ } .N N N N

it i it i ijt i j ijt i j t
z b τ κ

∞

= = = = =
 

证明见附录 B.3。 

直观来说，本文通过初始观测到的内生变量数据以及模型的均衡条件对未观测到的基

本面初始水平进行了控制，基于命题 2，可以采用动态精确帽子代数的方法在基本面变量

没有进一步变化的情况下求解未观察到的初始经济稳态，还可以用这种方法求解未来基本

面变化冲击下经济活动的动态空间演化路径的反事实（Counterfactuals）。 

不仅如此，将模型反转（Invert the Model）还可以在观测到内生变量发生变化且完全

理性预期的情况下，对未观测到的生产率、舒适度、贸易成本以及区际迁移成本进行求解

（具体见补充材料 S.2.1）。更重要的是，可以沿着转移路径（Transition Path）进行这种模型

反转，而不需要对未来基本面的精确序列做出更多假设，因为所以观测到的迁移流与资本

存量捕捉了代理人对未来基本面序列的理性预期。 

 

3. 谱分析方法 

为进一步分析资本与劳动力动态变化的影响，本文将对模型进行线性化（Linearize），

并对经济的转移路径进行谱分析。对于任意情形，本文表明经济转移路径的闭式解均取决

于两个矩阵：冲击矩阵（Impact Matrix）和转移矩阵（Transition Matrix），而这两个矩阵又

都仅依赖于四个观测矩阵（ S 、T 、 D 、 E ）的结构参数。因此对转移矩阵进行特征分解

（Eigendecomposition），使用谱分析方法揭示收敛速度的异质性以及资本积累与劳动力迁移
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对地区冲击（Local Shocks）的持久性异质影响。 

3.1 转移路径 

假定期初（ 0t = ）观测到状态变量{ },t tk 以及贸易与迁移份额矩阵{ , , , }S T D E ，期初

经济并未处于稳态，假定在稳态收敛路径上基本面保持不变为{ , , , }z b κ τ ，本文称之为“初

始稳态（Initial Steady State）”。本文在变量上加波浪号来代表变量与稳态间的对数偏差（例

如， 1 1ln lnit it i
∗

+ += −

   ），特别的，对于劳动者价值方程，本文则用波浪号代表采用水平偏

差形式，也即 it it iv v v∗≡ − 。 

接下来，本文首先对模型中未观测到的初始稳态的一般均衡条件进行全微分（Totally 

Differentiating），并保持加总的劳动力禀赋、贸易成本和迁移成本不变，然后由此推导出以

下线性方程组，该方程组充分描述了经济转移路径的一阶条件（F.O.C.）： 

 ( ) ,(1 )( )t t t t tµ= − − − −p S w z k 

  
  （17） 

 

1

1

(1 )
1(1 )

,

(1 )( )

 (1 ) )

(

(

)

1

 

t t t t t t

s
t t s t s t s t s

s

β δ
ββ δ ψ

β

β

+

∞

+ + + +
=

= + − − − −

+ −

− −

−

× −

−
− −

∑

k k w p k

w p k

   

 



 

 



 （18） 

 [ ] ( )( ) (1 )( ) ,( ) ( )t t t t tθ θ µ − + = − − + + − − − −I TS w II TS z kT I T   

 
   （19） 

 1 1,( )t t t t
β
ρ+ += −+ E I ED v 



   （20） 

 1,t t t t t tβ +− += + v w p b D v

     （21） 

具体推导见附录 B.4.4。 

需要特别注意的是：在这个线性方程组中，贸易和迁移份额矩阵并没有下标项，因为

当考虑生产率与舒适度的一阶变化时，这些二阶非线性项会从线性化中消失。在之后的实

证分析中，本文将表明观测到矩阵与稳态矩阵的谱分析结果是一致的。 

3.2 一次性冲击的转移动态 
为了说明本文所使用的方法，首先求解经济转移路径对于一次冲击的响应。假定代理

人在 0t = 时了解到下一期（ 1t = ）将发生基本面（生产率与舒适度）的一次外生的持久性

冲击，此时可以将未来基本面相对于初始水平的序列写为 ( , ) ( ),t t =z b z b 

  ，其中 1t ≥ ，从而

可以进一步消解掉公式（18-21）中的期望算子（Expectation Operator）。 

3.2.1 二阶差分方程组 

在附录 B.4.4-B.4.5 中，本文表明模型的转移动态（Transition Dynamics）可以被化简为

如下状态变量的线性二阶差分方程组： 

 2 1 ,t t t+ + += +x x x fΨ Γ Θ Π    （22） 
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其中， t

t
t

 
 
  

=
k

x 





 为 2 1N × 的状态变量向量；
 
 
  

= z
b

f 



 为 2 1N × 的基本面冲击向量；Ψ 、

Γ、Θ、Π均为 2 2N N× 的矩阵，仅取决于模型结构参数 }, , ,{ , ,θψ β ρ µ δ 以及已观测的贸

易与迁移份额矩阵{ , , , }S T D E 。 

本文采用 Uhlig（1999）待定系数（Undetermined Coefficients）的方法求解公式（22）

的线性二阶差分方程组，从而得到经济转移路径的闭式解，也即冲击矩阵 R （捕捉了基本

面的初始冲击）与转移矩阵 P （控制了状态变量随时间的演变）。特别的，一个 4 4N N× 的

矩阵
1−

   
   

0
0 0I I
Ψ Γ Θ 拥有如下形式的特征向量： [ ],k k kλ ′u u ，其中{ }kλ 为对应的特征值，{ }ku

为 2 1N × 的向量。如果特征值为稳定的，也即 1k <λ ，则这个二阶线性方程组有且仅有一

个稳定转移路径（可详见于 Dejong and Dave（2011））。 

命题 3—转移路径：假定经济在 0t = 时期已经处于向基本面初始稳态{ , , , }z b κ τ 的收敛

路径中，同时代理人在 0t = 时期可以了解到将在 1t = 时期发生的一次基本面的持久性冲击

 
 = z

b
f 



 。则存在 2 2N N× 的转移矩阵 P 和 2 2N N× 的冲击矩阵 R ，使得公式（22）中的二

阶差分方程组可以解出闭式解： 

 1 ,      0.t t for t+ + ≥=x x fP R   （23） 

转移矩阵 P 满足： 

 1,−=P U UΛ  

其中，Λ 为稳定特征值 2
1{ } N

k kλ = 的 2 2N N× 对角矩阵，U 为特征向量 2
1{ } N

k k=u 的 2 2N N×

堆叠矩阵。冲击矩阵 R 可由下式给出： 

 1 ,( )−+ −=R PΨ Ψ Γ Π  

其中， ), , ,(Ψ Γ Θ Π 矩阵均来自公式（22）的二阶差分方程。 

证明见附录 B.4.6。 

至于两个关键矩阵 ( , )P R 的解，则仅仅依赖于模型结构参数以及贸易与迁移份额矩阵

( , , , )S T D E 。 

3.2.2 收敛动态与基本面冲击 

基于命题 3 的闭式解，经济状态变量的转移路径可以进一步分解为给定的初始基本面

的收敛（Convergence Given Initial Fundamentals）以及基本面动态冲击（Dynamic from 

Fundamental Shocks）。采用公式（23）的跨期形式有： 

 
1

1 0 1
0 0

.ln ln (ln ln ) ,       1
t t

s s
t

s s

for all t
−

− −
= =

− = + ≥−∑ ∑x x P x x P Rf
 

初始基本面收敛 基本面动态冲击

 （24） 

（1）当基本面没有受到冲击时 ( )= 0f ，公式（24）等式右边为 0，此时，状态变量的

https://research.tilburguniversity.edu/files/522234/97.pdf
https://www.degruyter.com/document/doi/10.1515/9781400840502/html
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演变仅由给定初始条件的收敛动态决定，并且随时间收敛至： 

 1
initial 1 0 1ln ln ( ) (ln ,lim  ln ln )tt

∗ −
− −→∞

= + −= −x x I P xx x  （25） 

其中，当矩阵 P 的谱半径小于 1 时，
0

1( )
s

s∞−
=

− =∑I P P 是明确定义的。 

（2）当经济在初期（ 0t = ）即处于稳态，则公式（24）等式右边第一项为 0，此时，

状态变量的转移路径仅取决于第二项基本面冲击，并且： 

 
1

1
0

0

( )( ) ,       1.ln ln
t

s t
t t

s

for all t
−

−

=

= − − ≥= − =∑x f I Px I RPx fP R 

  （26） 

在 1t = 时冲击发生，状态变量的响应为 1 =x fR ，考虑公式（26）中 t →∞的情况，此

时比较稳态响应（Comparative Steady-state Response）可表示为： 

 1
new initiall .im ln ln ( )tt

∗ ∗ −

→∞
= − = −x x I Px Rf  （27） 

对公式（24）的进一步分解的意义在于，基于这种分解，可以从经济收敛到不变稳态

的特性方便地检验基本面冲击的经济动态响应。因此，在不失一般性的情况下，本文在接

下来的分析中将重点关注经济在初期便处于稳态的情形。 

3.2.3 转移矩阵的谱分析 

接下来本文将通过对转移矩阵的谱分析，进一步揭示在经济受到冲击后资本与劳动变

化在其动态调整中的作用。我们表明，稳态收敛速度与状态变量沿着转移路径向稳态的演

变过程均可以使用转移矩阵的特征值与特征变量进行表示。 
（1）转移矩阵的特征分解。本文对转移矩阵 P 进行特征分解，也即 ≡P U VΛ ，其中

Λ 为特征值的对角矩阵（按绝对值降序排列）， 1−=V U 。对于任意特征值 hλ ，矩阵U 的第

h 列 hu 和矩阵V 的第 h 行 h′v 分别为矩阵 P 相应的右特征向量与左特征向量，也即： 

 ,     .h h h h h hλ ′ ′= =u Pu v v Pλ  

换言之， hu （或 ′hv ）是这样一个向量：当左乘（或右乘）矩阵 P 时，将变为自身的一

个比例倍数，比例为对应的特征值 hλ 。据此，本文将向量 hu 与 ′hv 称为特征向量，二者皆

为扩张到（Span）2N 维向量空间的基。 

（2）特征冲击（Eigenshock）。本文定义特征冲击为对生产率与舒适度（ ( )hf ）的非零

冲击，其与初始冲击下状态变量（ ( )hRf ）转移矩阵的真实特征向量（ hu ）或零向量保致一

致。也就是说，特征冲击 2
( ) 1{ } N
h h=f 形成了扩张到 2N 维冲击空间的基。转移矩阵 P 的任一非

零值特征向量（ 0hλ > ）均存在对应的特征冲击，其中 ( )h h=fR u 。本文将这种具有非零特

征值的特征向量称为“非平凡向量（Nontrivial）”，因其将会影响状态变量的动态过程。而

对于矩阵 P 存在零特征值（ 1 0=λ ）的特征向量 1 ,1,0, ,, 0[1 ]′=u   ，考虑到人口份额加总

为 1，也即 2N 维的状态空间中存在一个冗余值（Redundant）。其对应的基本面冲击 (1)f 是
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所有地区普遍舒适度冲击的向量，这一普遍冲击虽然会影响劳动者的流动效用，但并不会

影响均衡状态下任何价格与数量关系，因此这一向量并不会影响状态变量的动态变化，是

平凡的（Trivial）。本文采用小标 1 代表这样的平凡特征分解。 

事实上，现实冲击（Empirical Shock）并不一定与特征冲击相关，不过本文可以使用

这些特征冲击去表征任何现实冲击，原因在于以下两大性质：第一，这些特征冲击均可以

从已观测数据中进行求解，因为冲击矩阵 R 和转移矩阵 P 均仅依赖于现实观测的贸易和迁

移矩阵 ( , , , )S T D E 以及模型结构参数 }, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ ；第二，任何现实生产率与舒适度冲

击 f 都可以表示为特征冲击 ( )hf 的线性组合，并且该线性组合的权重（Weights）或载荷

（Loadings）均能通过已观测冲击 f 对特征冲击 ( )hf 进行投影（或回归）求解。基于这一性

质，状态变量对于现实生产率与舒适度冲击响应的转移路径可以仅用转移矩阵的特征值与

特征向量进行表示，如以下命题所示： 

命题 4—谱分析：假定经济在初期（ 0t = ）便处于稳态，并且代理人在初期了解到未

来 1t = 时将会发生一次持久的基本面冲击（
 
 
  

= z
b

f 



 ）。此时，状态变量的转移路径可以写

成转移矩阵 P 特征值（ hλ ）与特征向量（ hu ）的一个线性组合： 

 
1 2 2

0 1 2

1 1
1

,
1

t tt N N
s h h

t h h h h
s h hh h

aλ λ
λ λ

−

= = =

− −
= =

− −
′=∑ ∑ ∑x f u uP RfR v 

  （28） 

其中，这个线性组合的权重 ha 可以通过对已观测到的基本面冲击 f 或特征冲击 ( )hf 进

行线性投影（或回归）系数获得。 

该命题的证明依赖于对转移矩阵的特征分解： ≡P U VΛ ，详见附录 B.4.9。 

此外，一个特征冲击后经济向稳态收敛的速度——以收敛到稳态的半衰期（Half-life）

衡量，仅取决于转移矩阵的相关特征值，如以下命题所示： 
命题 5—收敛速度：假定经济在初期（ 0t = ）处于稳态，并且代理人在初期了解到未

来 1t = 时会发生一次基本面冲击（
 
 
  

= z
b

f 



 ）。假设这些经验冲击的非平凡（Nontrivial）特

征冲击为 ( )hf ，其对状态变量的初始冲击在 1t = 时期与转移矩阵 P 的真实特征值 hu 一致，

也即存在 ( )h h=fR u ，则状态变量 tx 对该特征冲击响应的转移路径为： 

 
2

1
2

,
1 1
1 1

        ln ln
t tN
j t

t j j h h t t h
j

h

h
h

j

λ λ
λ λ +

=

− −′
− −

= = ⇒ − =∑x u v u u x x uλ  

则对于所有状态变量 , 22,h N=  ，其收敛到稳态的半衰期为： 

 (1/2) ln 2( ) ,
lnh

h

t
λ

 
= −  

 
f  

其中， ,new ,initiali i ix x x∗ ∗
∞ = − ， ⋅  为上取整函数（Ceiling Function）。特别的，对于相关

特征值为零的平凡特征冲击，其半衰期为零。 
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证明见附录 B.4.9。 

基于命题 5，非平凡特征冲击 ( )hf 在每个时期对状态变量的影响均可以表示为相应特征

向量 hu 的倍数，并且按照以相关特征值 hλ 所决定的速率收敛到新的稳态（非平凡特征冲击

为复数形式时也适用）。这些特征值高度概括了经济对特征冲击的收敛速度，即使本文模型

包含了高维状态空间、丰富的经济地理环境（贸易与迁移成本）以及多种动态驱动力。 

总的来说，每个特征冲击 ( )hf 均存在不同的收敛速度（由相关特征值 hλ 所捕获），这反

映了一个事实：经济收敛到稳态的速度不仅取决于结构参数 }, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ ，还取决于各

个地区的状态变量（也即资本与劳动）的冲击发生率（由 ( )h h=u fR 所捕获），从而收敛速

度也取决于各个地区的经验冲击。 

3.3 两地区案例 

为更加详细地论述谱分析方法，本文将从一个简单的案例：即模型中仅存在两个处于

稳态的对称地区（Symmetric Locations），开始说明。首先需要注意到，地区对称也即说明

支出份额矩阵 S 与迁移份额矩阵 D 也是各自对称的，也即存在 =T S 且 =E D 。 

假设在初期（ 0t = ）代理人受到一次持久性基本面冲击，由初始稳态基本面
 
 
  

= z
b

f 



 的

对数偏差所决定。接下来，本文分三步对这个对称两地区案例进行谱分析： 

（1）第一步，基于初始稳态下状态变量的对数偏差 ln ln

ln ln

t

t
t

 
− 

 
− 

∗

∗
 

=
k k

x  

 ，采用命题 3 的结论写

出冲击下状态变量的动态响应： 

 1 0,      0,     .t t for t with+ = =+ ≥ 0x x fP R x

    （29） 

此时，基本面冲击 f 的初始效应由冲击矩阵 R 决定： 

 1 .=x Rf  

状态变量的后续变化则由转移矩阵 P 调节： 

 1 1,       0.t
t t for all t+ − = ≥x x P x    

考虑到每个地区均存在 2 个状态变量（人口份额与资本存量）和 2 个基本面冲击（生

产率与舒适度），因此转移矩阵 P 和冲击矩阵 R 均为 4 4× 矩阵。 

（2）第二步，基于命题 4 的结论，使用转移矩阵 P 的特征值来表示状态变量的动态响

应过程。首先，以序列形式（Sequence From）重写公式（29）中的递归公式：

1

0
( )t

s
s

t
−

=
= ∑x fP R ；其次，对矩阵 P 进行特征分解，将其迭代幂求和公式（Summation over 

Iterative Powers）改写为特征基分量（Components of the Eigenbasis）求和公式： 

 
4

1

1 ,
1

t
h

t h h
h h

λ
λ= −

=
− ′∑ vx u Rf  （30） 
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其中， hu 、 h′v 、 hλ 分别为转移矩阵 P 的右特征向量、左特征向量和特征值。以上公

式清晰地表明状态变量的动态响应可以用初始基本面冲击（ 1 =x Rf ）以及转移矩阵的特征

分量进行表示。 

（3）第三步，基于命题 5，使用特征冲击的线性组合表示状态变量的初期经验冲击

Rf 。首先，本文定义非平凡特征冲击 ( )hf 为对基本面的冲击，其中状态变量的初期冲击

( )hRf 对应于转移矩阵的右特征向量 hu 。对于这种非平凡特征冲击，状态变量的动态效应可

以采用其第 h 个特征分量来充分表征（因为 1h h′ =v u 且 0    g h fo hr all g′ ≠=v u ）： 

 
( ) ( )1 | ,     | ,1

1h h

t
t h

t t h h t h
h

λ
λ

λ+ = =

−
− =

−
=f f f fx x u x u

   

    （31） 

也即收敛到新稳态的速率仅取决于相应的特征值 hλ ， hλ 的值越大，则冲击后经济收敛

到稳态的速度就越慢。其次，由于任一经验冲击 Rf 均能表示为特征冲击的线性组合，也

即：
2

( )1

N
i ii

a
=

= ∑ fR Rf  ，因此可以基于经验冲击对特征冲击的回归重新确定线性组合的权重

ia 。鉴于以上，本文得以通过特征分解方法来表征任何状态变量的经验冲击。 

总而言之，转移矩阵 P 的特征值与特征向量不仅取决于模型参数 }, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ ，也

取决于整个贸易与迁移矩阵 ( , , , )S T D E 。在这个对称两区域案例中，转移矩阵 P 的四个特

征向量可以简单表示如下： 

 

1 0 1 1
1 0 1 1

,     ,     ,     ,
0 1
0 1

ζ ξ
ζ ξ

       
       − −       
       −
       

−       

 （32） 

其中，常数ζ 、ξ 均依赖于模型参数以及贸易与迁移份额矩阵（ ,= =S T D E ），详见

附录 B.4.10。事实上，这四个向量就可以扩张整个四维向量空间。 

现在，本文将对转移矩阵 P 的特征向量进行一个直观的解释： 

（1）第一个特征向量 1 [1,1,0,0]′=u 存在为零的相关特征值，其对应的特征冲击为

1 2 1 2[ , , , [0,0,1 1] ],z z b b = ′ 

  ，这样一个平凡特征冲击捕捉到是两个地区普遍的舒适度冲击，因

此人口份额与资本存量并不会改变。这时，相关特征值等于 0，初始稳态与新稳态是重合

的，因此将立即收敛。 

（2）第二个特征向量 2 [0,0,1,1]′=u ，其对应的特征冲击为 1 2 1 2[ , , , [1,1,0 0] ],z z b b = ′ 

  。这个

特征分量捕捉了两个地区的普遍生产率冲击，由于对称性假设，这一冲击并不会改变人口

份额，也即此特征向量前两个要素为 0。不过需要注意的是，这一普遍生产率冲击将导致

两个地区内消费价格指数（Consumer Price Index）对称下降，从而引起资本使用成本的对
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称下降，因此将对称地影响两个地区的资本动态，也即其第三、第四个要素是相等的。在

这个对称案例中，对于普遍生产率冲击的资本动态响应与单一地区封闭经济中是一致的。

在这个特殊案例中，业主拥有单一跨期替代弹性（在对数效用形式下），其对应的特征值为

]([ 11 (1 ))β δ µ− − − 。 

（3）第三、四个特征向量捕捉了两个地区非对称的冲击效应。第三个特征向量

3 [1, 1, ],ζ ζ− ′= −u 对应的特征冲击为 1 2 1 2[ , , , [1, 1, ,] ]z z b b c c= − − ′ 

  ，其中 c 是一个常数；第四个

特征向量 4 [1, 1 ],, ξ ξ ′= − −u 对应的特征冲击为 1 2 1 2[ , , , [1, 1,] ],z z b b d d= − − ′ 

  ，其中 d 也是一个常

数。在这两种情况下，地区 1 与地区 2 状态变量在稳态下的偏差拥有相同的绝对值，但两

者符号正好相反。 

（4）尽管不能在理论上对常数ζ 、ξ 、c、d 的正负号进行确认，但基于经验数值，本

文发现这些参数都是正数。因此，在这样的符号限制下，其中一个特征向量（ 3u ）捕获了

基本面冲击在不同地区的正向影响，而另一个特征向量（ 4u ）则捕获了其负向影响。也即

第三个特征向量 3u 捕获了以下情况：一个地区要么同时受到正向的基本面冲击（1 和 c），

要么同时受到负向的基本面冲击（ 1− 和 c− ）。在这种情形下，资本与劳动的状态变量的新

稳态值要么都高于其初始值（受到正向冲击时），要么都低于其初始值（受到负向冲击

时），也即在特征向量 3u 下，经济对于冲击的初始响应是两个状态变量同向的。与之相

反，第四个特征向量 4u 则捕获了基本面冲击在不同地区的负相关情况，也即地区间对基本

面冲击的响应正负号是相反的。此时，新稳态下将存在一个地区人口份额较高、资本存量

较低，而另一个地区人口份额较低、资本存量较高的情况。 

（5）在本文的所有数值模拟中，发现第三个特征向量 3u 的特征值均高于第四个特征向

量 4u 的特征值，因此，如果不同地区基本面中生产率与舒适度冲击呈正相关，则经济向稳

态收敛的速度将更慢。其原因在于：生产过程中资本与劳动的边际生产率将相互影响，当

资本与劳动要素均要与稳态时，高资本存量将提高劳动的边际产出，从而抑制了劳动力的

下降。同理，高劳动力供给也会提高资本的边际产出，从而抑制了资本的下降。而当资本

与劳动均低于稳态时，每个状态变量的相对低值均会减慢另一个状态变量的向上调整过

程。最后，两地区基本面冲击的任何模式均能通过这四种类型的特征冲击线性组合来捕

获：①地区间普遍舒适度冲击；②地区间普遍生产率冲击；③地区间完全正向相关的基本

面冲击；④地区间完全负向相关的基本面冲击。本文在后续的分析中表明：即使在具有许
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多不对称位置的完整模型量化分析中，这一基本结论也是成立的。 

3.4 序列冲击的转移动态 

为了简化分析，上文重点介绍了一次性冲击的转移动态，事实上本文的方法也可以非

常方便地推广到序列冲击（Sequences of Shocks）情形中。 

在命题 S.1（详见附录 S.2.3）中，本文提供了对于任意在理性预期下未来基本面序列

冲击的经济转移路径的闭式解。在命题 S.2（详见附录 S.2.4）中，本文则提供了对于代理

人观察到初始基本面冲击，并基于基本面已知随机过程形成对未来冲击的理性预测下，经

济转移路径的闭式解。事实上，由于在存在期望误差（Expectational Errors）的情况下求解

非线性动态模型具有挑战性，现有动态空间模型的研究大多仅仅局限于对未来的完全理性

预期（Perfect Foresight）。然而，本文所采用的线性化方法可以适应这些期望误差，从而为

经济转移路径提供一个闭式解。 

需要注意的是：在任何一种情况下，二阶差分方程（22）的解均取决于转移矩阵 P 与

冲击矩阵 R ，而这些矩阵也均可从已观测的贸易与迁移矩阵{ , , , }S T D E 与模型结构参数

}, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ 中进行求解。 

 

4. 模型拓展 

本文所开发动态空间模型是非常易于拓展的，可以纳入大量泛化特征： 

（1）在附录 S.4.1 中，本文进一步将双边贸易与迁移成本冲击引入了已有矩阵系统中，

也即公式（17-21）。 
（2）在附录 S.4.2 中，本文则进一步将集聚力（Agglomeration Forces）引入模型，也即

允许生产率与舒适度存在内生部分，即
z

it it itzz η=  、
b

it it itbb η=  。为简便起见，本文假定集聚

力仅取决于地区人口，当然进一步的推广是容易的（例如，Ahlfeldt et al.（2015）；Allen, 

Arkolakis, and Li（2020）），从集聚力（ 0   0 z bandη η> > ）向分散力（Dispersion Forces，

0   0 z bandη η< < ）的推广也不难。同样，基于模型参数 { }, , , , , , ,z bψ θ β ρ µ δ η η 的矩阵

AggA 的性质，本文也提供了经济存在唯一稳态均衡的充分条件： 

命题 6：给定不随时间变化的地区基本面 }{ , ,,i i ni niz b τ κ∗ ∗ ∗ ∗ ，存在唯一经济空间分布稳态

{ }, , , ,i i i i ik w R v∗ ∗ ∗ ∗ ∗
 （取决于可选择变量）的充分条件为，模型参数{ }, , , , , , ,z bψ θ β ρ µ δ η η 的

系数矩阵 AggA 的谱半径小于或等于 1。 

证明见附录 S.4.2.3。 

注意到，当集聚力的强度逐渐变弱，特别是趋近于 0 值时（ , 0z bη η → ），以上充分条

件将退化为命题 1，表明本理论模型是自洽的。 

（3）本文动态空间模型还可以拓展纳入多部门（Multiple Sectors）与投入-产出关系

（Input-output Linkages）。在附录 S.4.3 中，本文引入多部门生产，此时资本虽然仍被安装在

https://doi.org/10.3982/ECTA10876
https://www.nber.org/papers/w27837
https://www.nber.org/papers/w27837
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某个特定地区，但可以在多个部门间进行流动。在附录 S.4.4 中，本文考虑了资本在特定地

区与部门的安装。在附录 S.4.5 中，本文进一步考虑了多部门设定与投入-产出联系。 

（4）基准模型中，本文假定区际贸易与产品消费为 Armington 形式，也即消费产品按

原产地进行区分。在附录 S.3 中，本文建立了一系列同构（Isomorphisms），分析表明本文

的结论在常贸易弹性下的一系列贸易模型设定中均得以成立。在附录 S.4.6 中，本文采用量

化国际贸易文献中的常用方法，将贸易逆差以外生形式引入模型。在附录 S.4.7 中，本文允

许资本可以用于居住形式（住宅）或商业形式（产品生产）。在附录 S.4.8 中，本文允许业

主对其他地区进行投资，但受限于双边投资成本（Bilateral Investment Costs）与跨区投资生

产率的特殊异质性（Idiosyncratic Heterogeneity），这将引入一个金融流动（Financial 

Flows）的引力方程。在附录 S.4.9 中，本文将引入劳动力的参与决定。 

在以上所有拓展中，前文所使用的动态精确帽子代数方法与谱分析方法继续适用。 

 

5. 量化分析 

我们现在基于理论框架为美国收入趋同和地区冲击的持续性与异质性影响提供新的证

据——尽管这两个问题已有大量的研究文献。一方面，与收入趋同有关的现有文献通常脱

离地区间迁移与贸易的现实，尽管这是美国经济数据的核心特征；另一方面，与地方冲击

持续性和异质性影响相关的文献虽然通常允许迁移选择，但也基本上脱离地区间建筑设施

与地区结构的前瞻性投资，尽管这些特征是现实中的核心特征。本文基准模型设定了一个

单部门的形式，然而这一假设并不符合现实，因此本文在接下来的分析中将主要考虑其扩

展形式——也即假定产品存在可贸易部门与不可贸易部门的区别。 

本章内容安排如下：在第 5.1 小节，本文讨论了数据来源与模型参数化；在第 5.2 小

节，本文提供了自 1960 年代初以来美国各州人均收入趋同率下降的证据；在 5.3 小节，本

文实证分析了这种观察到的收入趋同下降在多大程度上是由初始条件与基本面冲击来解释

的，并进一步量化了资本与劳动动态的各自贡献；在 5.4小节中，本文使用谱分析方法研究

了经济向稳态的收敛速度以及资本与劳动动态在塑造地区冲击的持续性与异质性影响；在

5.5 小节中，本文总结了 1999-2015 年模型多部门拓展的实证结果，进一步讨论的详细过程

见附录 S.6.8。 

5.1 数据与参数 

本文基准量化分析的主要数据来源于 1965-2015 美国经济分析局（BEA）的国民经济

账户，该账户报告了美国各个州的人口、GDP和资本存量。本文的样本包括美国 48个本土

州和 1 个特区，不包括阿拉斯加州和夏威夷州两个海外州，主要考虑到这两个海外州在

1959 年才开始成为美国的一个州，并且由于地理分离，可能存在无法观测的特殊因素影

响。本文还将这些样本州划分为 4 个地理组：锈带地区（Rust Belt）、太阳带地区（Sun 
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Belt）、其他北方州（Other Northern）和其他南方州（Other Southern）。除此之外，本文还

将 GDP 与资本存量按 2012 年的不变价进行平减。 

本文美国各州间 5年/次的双边迁移流的数据来自美国人口普查（1960-2000年数据）和

美国社区调查（ACS，2000-2015 年数据），为匹配 5 年/次的现实数据，本文将模型的一个

周期（Period）定义为 5 年，而对于 10 年/次的人口普查数据，本文对其进行插值以获得 5

年/次的迁移流。考虑到各州国际移民与出生率/死亡率存在差异，本文通过每个本地州

（Origin State）与目标州（Destination State）的标量（Scalar）对这些迁移流进行调整，使

得第 t 年的本地州人口乘以迁移矩阵等于第 1t + 年的目标州人口，从而满足内部一致性。 

本文美国各州之间的双边运输数据来源于美国商品流量调查（CFS，1993-2017 数

据），及其前身美国商品运输调查（CTS，1977-1993 数据），而对于 1977 年以前的数据，

本文将利用本地州与目标州的收入相对变化将数据进行倒推插值（详见附录 S.7）。对于本

文仅涉及单个可贸易与不可贸易部门的基准量化分析，由于在样本期刚开始时美国贸易开

放（Trade Openness）程度相对较低，因此从进出外国的直接出货量中提取数据。而在多部

门扩展中，本文进一步纳入了对外贸易，并且采用按运输来源地划分的出口数据和按装运

目的地划分的进口数据。 

为了重点分析模型纳入前瞻性投资决策的影响，本文从现有实证文献中总结了模型结

构参数的标准值：（1）本文假设贸易弹性为 5θ = ，参考 Costinot and Rodríguez-Clare

（2014）；（2）本文设定 5年贴现率为 5(0.95)β = 的常规取值；（3）本文假设跨期替代弹性为

1ψ = ，与对数跨期效用相对应；（4）本文假设迁移弹性为 3ρ β= ，参考 Caliendo, Dvorkin, 

and Parro（2019）；（5）本文假设劳动产出累积份额为 0.65µ = ，这是宏观经济学文献中的

常规取值；（6）本文假设年折旧率为 5%，也即 5 年折旧率为 51 (0.95)δ = − ，这也是宏观经

济学文献中的常规取值。 

本文后续基于比较静态的思想，采用经济转移路径的闭式解，分析了这些模型参数中

每一个参数变化将如何影响经济向稳态的收敛速度。 

5.2 收入收敛 

本文首先提供证据，表明美国各州的人均收入趋同率正随着时间的推移而大幅下降。

在图 1 中，本文展示了美国各个州在不同子时期的人均收入年化增长率与其初始对数水平

的关系，这与经济增长文献中常规的 β 收敛设定一致。图中圆圈的大小表征了美国各州初

始人口的相对大小，红实线为回归拟合线。 

基于图 1：①从最左边的子图（1963-1980 年）中，不难发现收入是显著收敛的，系数

为负数（-0.0257）且具有统计学意义，这一估计系数也与 Barro and Sala-i-Martin（1992）

在 1880-1988 年更长时期内估计都-0.02 较为一致；②到了中间的子图（1980-2000 年），不

https://doi.org/10.1016/B978-0-444-54314-1.00004-5
https://doi.org/10.1016/B978-0-444-54314-1.00004-5
https://doi.org/10.3982/ECTA13758
https://doi.org/10.3982/ECTA13758
https://doi.org/10.1086/261816
https://doi.org/10.1086/261816
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难发现这种收敛关系已经大大减弱，斜率系数下降了将近一半（-0.0148）；③而到了最右

边的子图（2000-2017 年），收入的收敛关系已经转变为发散关系，系数为正（0.0076）但

不具有统计学关系。 

 
图 1    人均收入增长与初始水平 

5.3 稳态收敛与基本冲击 

在本文的理论框架中，收入收敛的速度由以下两组力量决定：第一，初始条件，即状

态变量与稳态之间的初始偏差；第二，基本面冲击，即生产率、舒适度、贸易成本以及迁

移摩擦。事实上，这两组力量对收入收敛速度的影响又都受到资本积累与迁移的影响。因

此，下面本文将基于理论框架为收入收敛的下降及其决定因素提供证据。 

5.3.1 初始条件与基本面冲击 

基于命题 2 动态精确帽子代数的方法，本文将对初始条件与基本面冲击在收入收敛方

面的相对重要性进行比较。从样本期开始观察到的均衡开始，本文首先求解了在基本面没

有任何进一步变化的情况下经济向稳态的转移路径，从而得以仅依赖于初始条件便足以获

得每年人均收入的反事实模拟。 

对于人均收入的实际值与反事实模拟，本文将未来 10 年的人均收入对数增长率对

1970-2010年的初始收入水平进行回归。在图2（a）中，本文展示了这些随时间变化的相关

系数，主要表现了实际人均收入（黑色虚线）与在没有任何进一步基本面冲击下人均收入

的反事实模拟（红色实线）的区域收敛速度。本文发现，反事实模拟与实际人均收入的区

域收敛速度的下降幅度大致相同，这表明现实中观察到的收入收敛下降很大程度上依赖于

样本开始时的初始条件，而不是任何随后的基本冲击。 

为进一步证明初始条件在解释所观察到的收入收敛下降方面的作用，本文将实际对数

人口增长速度对其基于不变基本面冲击预测的反事实进行回归，更多的细节详见附录
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S.6.5。预测的人口增长速度仅仅依赖于资本与劳动状态变量的初始值以及初始贸易和迁移

份额矩阵，也不使用任何后续的人口增长信息。尽管如此，这两者仍然存在一种正向且具

有统计学意义的关系，预测的人口增长可以解释所观测人口增长的大部分情况。尤其是在

1975年以来，这种关系变得尤为强烈——1975-2015年期间的二者的回归系数为 0.99，R2为

0.82。本文表明，预测人口增长的这种解释力并不是由均值回归所驱动的，即使控制初始

对数人口、初始对数资本存量、初始对数人口增速，这一关系仍然显著成立。 

总而言之，这些结果表明所观测到现实收入收敛速度下降的原因，主要在于样本的初

始条件，而不是基本面冲击。此外，实际收入与反事实模拟收入的收敛速度下降均花费了

数十年的时间，这为经济将缓慢收敛到稳态提供了一些初步证据（First Evidence）。 

 
图 2    初始条件与收入收敛 

5.3.2 资本积累与迁移动态 

接下来，本文将分析资本积累与迁移动态在初始条件影响中的作用。首先，基于命题

2 的动态精确帽子代数，本文对模型的两种特殊情况进行分析：一种是不存在投资（此

时，本文模型将退化为 Caliendo, Dvorkin, and Parro（2019）的动态离散选择迁移模型）；另

一种是不选择迁移（也即各州人口份额均保持在 1965 年的水平）。然后，与前文方法一

致，本文将从样本期初观测到的稳态均衡出发，在没有任何基本面变化的情况下求解经济

向稳态的转移路径。这样，本文就能够得到每一年度人均收入的反事实模拟，也即仅由初

始条件确定的、没有投资或迁移行为的反事实收敛路径。 

利用这些反事实预测，本文再一次将未来 10 年的人均收入对数增长率对 1970-2010 年

https://doi.org/10.3982/ECTA13758
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的初始收入水平进行回归，在图 2（b）中本文展示了完整模型（一如图 2（a）的结果，红

色实线表示）、无投资模型（黑色虚线）以及无迁移模型（黑色点虚线）随时间变化的相关

系数。基于图 2（b），不难发现：随着时间的推移，投资和迁移动态对收入收敛下降均具

有重要影响。其中，资本积累的作用要大于迁移动态，这突出了将投资决策纳入动态空间

模型的重要性。不过，即使在不考虑资本积累、仅考虑迁移动态的模型中，收入收敛相关

系数也较基准结果下降了约 20%。换句话说，允许模型中出现迁移动态对于匹配和解释美

国现实数据随时间的变化也是重要的。 

5.4 谱分析结果 

基于前文所述模型线性化与谱分析方法，本文接下来进一步讨论资本积累与迁移动态

在塑造初始条件以及基本面冲击方面的作用。第一，本文分析了经济向稳态收敛速度的决

定因素；第二，本文研究了资本与迁移动态在收敛过程中的作用；第三，本文评估了这两

种动态来源如何塑造了地区冲击的持续性与异质性影响；第四，本文还基于比较静态方法

评估了模型参数对于经济向稳态收敛速度的影响。 

5.4.1 稳态收敛速度 

基于命题 3-5，本文计算了由转移矩阵特征值确定的经济向稳态收敛的半衰期。在图 3

中，本文展示了整个 2N 特征分量谱的半衰期（带有圆圈标记的黑色实线），按半衰期升序

排列。其中，每一个非平凡特征分量对应一个特征冲击，其对状态变量的初始影响等于转

移矩阵的特征向量（ ( )h h=u fR ）。图 3 也展示了基于 1975 年隐含稳态的贸易与迁移份额矩

阵（ , , ,S T D E ）计算的转移矩阵 P ，本文基于命题 2 中的动态精确帽子代数方法来计算这

些隐含稳态的矩阵。考虑到 1975 年各州离稳态的平均距离最远，因此本文采用 1975 年的

数据进行分析，事实上采用其他年份数据分析结果基本一致（详见附录 S.6.6.1、附录图

S.6.8 以及附录 S.6.6.7）。 

与前文在对称两地区案例一样，这些特征分量具有一些直观解释。例如，特征向量

0[ ,1, ,1, ],0 ′  捕捉了对所有地区的普遍舒适度冲击，这并不能改变人口份额与资本存量，

如红色点垂线所示；另一个特征向量 1[ ,0, ,0, ],1 ′  则捕捉了对所有地区的普遍生产率冲

击，虽然也不会改变人口份额，但却会影响所有地区的资本存量发生变化，如蓝色实垂线

所示；在对数偏好（ 1ψ = ）的设定下，特征向量拥有相关特征值为[1 ](1 (1 ))− − −µ β δ ，如

蓝色水平虚线所示；在红色点虚线和蓝色实锤线之间，存在 1N − 个特征分量，其资本与劳

动状态变量到稳态的缺口（Gap）存在负相关关系，因此其收敛到稳态的速度将相对较

快；在蓝色实锤线的右侧，也存在 1N − 个特征分量，其资本与劳动状态变量到稳态的缺口

存在正相关关系，因此其收敛到稳态的速度将相对较慢。 
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图 3    1975 年特征分量的谱分析 

图 3 中，有以下三点需要特别注意： 

（1）首先，经济收敛到稳态的速度通常十分缓慢，整个特征冲击谱的平均半衰期约为

20 年。因此，本文理论框架所得出的结果与现有约简式实证研究的结果一致，例如中国对

美国的冲击（Autor, Dorn, and Hanson（2013））、巴西贸易自由化的影响（Dix-Carneiro and 

Kovak（2017）），等相关研究。 

（2）其次，特征冲击的收敛速度存在较大的异质性特征，收敛半衰期从平凡特征冲击

1[ ,0, ,0, ],1 ′  的瞬时收敛到大约 80 年不等。因此，本文的理论框架也合理化了当地劳动

力市场冲击的异质性影响，正如 Eriksson, Russ, Shambaugh, and Xu（2019）所强调的。 

（3）最后，不同地区劳动状态变量与资本状态变量间缺口的相关性越高，收敛到稳态

的速度越慢（半衰期越大）。在附录 S.6.6.2 的附录图 S.6.9 中，本文提供了关于这种关系强

度的进一步探讨。本文研究发现，资本与劳动的动态相互作用塑造了经济向稳态的收敛速

度，也即反映了生产技术中资本与劳动边际产品间的相互作用。如果地区经历了降低劳动

力和资本存量稳态值的负向冲击，那么从衰退地区往外迁移的过程将会因当地资本存量的

下降而放缓，反之亦然。因此，本文的理论框架可以通过资本与劳动的动态交互解释地区

冲击的持续性与异质性影响。 

在图 3 中，本文还将 1975 年稳态的状态变量缺口与 1975-2015 年生产率与舒适度的经

验冲击（特征冲击）联系起来。本文分析基于这样一种特性展开：状态变量与稳态（或经

doi:%2010.1257/aer.103.6.2121
doi:%2010.1257/aer.20161214
doi:%2010.1257/aer.20161214
https://doi.org/10.1016/j.jimonfin.2020.102254
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验基本面冲击）的任何偏差都可以被表示为特征分量的线性组合。对于状态变量与稳态的

偏差，这些载荷（Loadings）可以从稳态偏差对转移矩阵特征向量（Eigenvectors）的回归

中获得，图中带有方形标记的紫色线展示了 1975 年到稳态的载荷；而对于经验基本面冲

击，这些载荷则可以从经验基本面冲击对转移矩阵特征冲击（Eigenshocks）的回归中获

得，图中带有菱形标记的绿色线展示了 1975-2015 年经验冲击对生产率与舒适度的载荷。

需要指出的是：本文从完整的非线性模型中获取了稳态缺口以及经验生产率与舒适度冲

击，分别在附录S.2.2和附录 S.6.7中进行了讨论。此外，图 3显示的是这些载荷的绝对值，

并且进过归一化处理，因此其绝对值加总和等于 1。 

比较两组载荷，不难发现在特征分量谱的上部，1975 年与稳态缺口的载荷通常更大，

其对应收敛到稳态的速度较慢（在蓝色实锤线右侧，带有方形标记的紫色线通常位于带有

菱形标记的绿色线的上方）；与之相反，在特征分量谱的下部，1975-2015 年生产率与舒适

度经验冲击的载荷通常较大，其对应收敛到稳态的速度较快（在蓝色实锤线左侧，带有菱

形标记的绿色线通常位于带有方形标记的紫色线的上方）。这一结果事实上与之前的证据一

致，也即初始条件解释了在本文样本期间所观测到经济向稳态收敛速度下降的大部分原

因。结果也表明：1975 年与稳态缺口的载荷加权（Loadings-weighted）平均半衰期为 38

年，而 1975-2015 年生产率与舒适度冲击的载荷加权平均半衰期为 20 年。因此，在样本期

间，尽管经济相对较快地适应了所观测到的生产率与舒适度冲击，但从稳态调整到状态变

量的初始缺口需要更长的时间。 

5.4.2 初始条件与收敛性 

现在，本文将采用谱分析方法进一步探讨资本与劳动力动态在塑造初始条件影响中的

作用。在图 4 中，本文基于命题 4 将 1975 年稳态资本与劳动状态变量的初始缺口分解为不

同特征分量的贡献。在图 4 左边的子图中，展示了资本与稳态的总对数偏差（纵轴）、劳动

力与稳态的总对数偏差（横轴）。在中间的子图中，展示了收敛到稳态速度最慢的前 10 个

特征分量的对数偏差。在右边的子图中，展示了剩余 88 个特征分量的对数偏差，这些特征

分量拥有相对较快的收敛速度。显然，左边子图中的总对数偏差是中间与右边子图中对数

偏差的加总，因此，本文将三个子图中保持一致的横轴尺度，不过允许纵轴存在不同的尺

度。为了更好地分析问题，本文还用灰色表征锈带地区、红色表征太阳带地区、蓝色表征

其他北方州、棕色表征其他南方州，圆圈的大小为其相对人口的多少。 

（1）从左子图可以看出，美国各州之间总的资本与劳动对稳态的缺口呈现正相关关

系，与前文所分析较缓慢的稳态收敛速度一致。锈带地区（灰色）显示出明显的向右倾

向，人口高于稳态水平；而太阳带地区（红色）则显示出明显的向左倾向，人口低于稳态

水平。从纵轴来看，所有州的资本存量均低于稳态水平，再次表明资本动态的重要性。总

的来说，锈带地区资本与稳态的偏差要小于太阳带地区。 
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（2）从中间子图中可以看出，资本与劳动对稳态缺口间的正相关关系大部分是由收敛

到稳态最慢的前 10 位特征分量所驱动的。这 10 个特征分量具有非常强的正相关性，并且

在锈带地区（位于右上方）与太阳带地区（位于左下方）间存在显著的地理特征分割。鉴

于地理特征在劳动力迁移流动的引力方程中具有重要影响，因此这种地理分割也导致其收

敛到稳态的速度得到下降。 

（3）与之相反，从右子图中可以看出，其余 88 个特征分量在资本与劳动对稳态缺口间

的正相关关系较弱，劳动力与稳态的缺口在横轴上的变化较小，并且锈带地区与太阳带地

区之间的地理分割也较不明显。 

因此，前文所发现的基于初始条件向稳态的缓慢收敛，主要是因为资本与劳动对稳态

的缺口之间具有较强的相关性（初始稳态缺口在特征分量上具有较大载荷），以及人口高于

稳态的锈带地区与人口接近或低于稳态的太阳带地区之间明显的地理分割。 

 
图 4    1975 年稳态下状态变量缺口的分解 

5.4.3 基本面冲击 

接下来，本文进一步探讨资本与劳动在塑造基本面冲击影响中的作用。在图 5 中，本

文基于命题 4将 1975-2015年生产率与舒适度的经验冲击分解为不同特征分量的贡献：①在

图 5 左子图中，展示了总体的舒适度经验冲击（纵轴）与生产率经验冲击（横轴）；②在图

5 中间子图中，展示了收敛到稳态速度最慢的前 10 位特征分量的舒适度与生产率经验冲

击；③在图 5 右子图中，展示了剩余 88 个特征分量的舒适度与生产率经验冲击。与前一小

节一致，三个子图中横轴尺度保持一致，且分地理区域绘制不同颜色以示区分，并且每个

州的圆圈大小均表示为其相对人口的多少。 

（1）从左子图可以看出，1975-2015 年的生产率与舒适度经验冲击间存在负相关关系，

注意更高的生产率将同时提高资本与劳动的边际产出，从而让两个状态变量同时上升。与
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之相反，更高的舒适度只会直接提升劳动者的效用，从而提升劳动状态变量。因此，生产

率与舒适度经验冲击的负相关关系，表明资本与劳动对稳态的缺口也呈负相关关系，从而

意味着更快的收敛速度，与前文初始条件的结果形成鲜明对比（在附录 S.6.6.3 与附录图

S.6.10 中，本文提供了更进一步的分析）。 

（2）从中间子图可以看出，在前 10 位收敛速度最慢的特征分量中，生产率与舒适度的

经验冲击呈现出很强的正相关关系。不过，与左子图中总体的生产率与舒适度经验冲击相

比，这些特征分量在横轴上的绝对值变化要更小得多。因此，虽然这 10 个特征分量再一次

表现出向稳态更低的收敛速度，但其受生产率与舒适度经验冲击的影响相对较小。 

（3）从右子图可以看出，在剩下的 88 个特征分量中，生产率与舒适度的经验冲击呈现

出较强的负相关关系，并且在横轴上生产率冲击的绝对变化幅度较大。因此，在左子图中

总的生产率与舒适度经验冲击的负相关关系主要是来源于这剩下的 88 个特征分量，这些特

征分量向稳态的收敛速度较快。而与前文初始条件的结果相比，锈带地区与太阳带地区在

基本面冲击的响应中并没有明显的地理分割。 

综上所述，本文发现：相对于初始条件，基本面冲击对于收入收敛速度下降的影响相

对较小，因为基本面冲击更多地依赖于向稳态收敛速度较快的特征分量。 

 
图 5    1975-2015 年生产率与舒适度冲击的分解 

5.4.4 脉冲响应分析 

为了进一步说明资本与劳动力动态在塑造地区持续性与异质性影响中的作用，现在考

虑对生产率与舒适度经验冲击的个体效应。本文从 1975 年隐含的基本面开始，分析了美国

每个州在地区冲击后资本与劳动状态变量的脉冲响应。考虑到现实中经济活动从锈带地区

长期迁移向太阳带地区，下面本文报告了 1975-2015 年密歇根州相对生产率的经验冲击

（下降 15%）与同期亚利桑那州相对舒适度的经验冲击（上升 34%）的结果。在图 6中，本
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文展示了美国各州人口份额对密歇根州相对生产率下降 15%经验冲击的响应： 

（1）在图 6（a）左边的子图中，展示了密切根州人口份额从初始稳态向新稳态转移路

径的对数偏差。不难发现，密切根州相对生产率的下降导致了人口外流，并且由于迁移摩

擦与资本调整，人口外流是随着时间逐渐发生的。 

（2）在图 6（a）右边的子图中，展示了所有其他州的人口份额与初始稳态的对数偏

差。本文用带有圆圈标记的蓝色线表示密切根州的相邻州，用灰色线表示其他州，不难发

现，本文的模型可以为每个州呈现出不同的非单调动态路径。最初，密切根州相对生产率

的下降将提高相邻州的人口份额，因为劳动者搬迁到相邻州具有较低的迁移成本，然而随

着经济逐渐适应新的稳态，这些相邻州人口份额开始下降，甚至可能低于初始稳态。从直

觉来看，对于离密歇根州较远的州，劳动者逐渐体验到有利的特殊流动性冲击，而由于密

切根州生产率的下降缩小了其邻近地区的市场规模，这将可能导致这些邻近地区在新的稳

态下吸引力降低。模拟结果也表明，在新的稳态下，所有其他州的人口份额相对于初始稳

态均有所上升。 

（3）在图 6（b）的两幅子图中，展示了在收敛速度较快的 88个底部特征分量（相对于

前 10 位最慢收敛的特征分量）人口份额的对数偏差。在左子图中，黑色实线表示密歇根州

人口份额与稳态的总体对数偏差（与图 6（a）相同），而黑色虚线则表示由 88 个底部特征

分量驱动的分量对数偏差。在右子图中，带有圆圈标记的蓝色实线表示密歇根相邻州人口

份额与稳态的总体对数偏差（与图 6（a）相同），带有圆圈标记的蓝色虚线表示由 88 个底

部特征分量驱动的对数偏差，灰色线表示所有其他州的人口份额的对数偏差（与图 6（a）

相同）。比较这两组蓝色线，不难看出，正是由于 88 个收敛速度较快的底部特征分量驱动

了密切根相邻州人口份额最初的提升。 

（4）在图 6（c）的两幅子图中，展示了在收敛速度最慢的前 10位特征分量人口份额的

对数偏差。在左子图中，黑色实线表示密切根人口份额与稳态的总体对数偏差（与图 6

（a）相同），而黑色虚线则表示由前 10 位特征分量驱动的分量对数偏差。在右子图中，带

有圆圈标记的蓝色实线表示密歇根相邻州人口份额与稳态的总体对数偏差（与图 6（a）相

同），带由圆圈标记的蓝色虚线表示由前 10 位特征分量驱动的对数偏差，灰色线表示所有

其他州的人口份额的对数偏差（与图 6（a）相同）。比较这两组蓝色线，不难看出，正是

这些特征分量向稳态的缓慢收敛特征，导致了密歇根相邻州人口份额的最终下降。因此，

在图 6（a）中密西根相邻州的总体非单调动态路径，事实上既受到生产率调整的缓慢特征

分量也受到快速特征分量的共同影响（在附录 S.6.6.5 的附录图 S.6.11 中，展示了美国各州

资本存量在转移路径上的对应演变，从这些资本与劳动的状态变量中，可以非常方便地求

解所有其他感兴趣的内生变量，包括劳动者与业主的流动效用和福利变化）。 
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图 6    密歇根州人口份额对生产率下降 15%的脉冲响应 

还需要指出的是：在附录 S.6.6.6 中，本文还报告了 1975-2015 年亚利桑那州相对舒适

度经验冲击（提升 34%）的类似结果，密歇根州相对生产率的下降将降低其人口份额，而

亚利桑那州相对舒适度的上升将增加其人口份额。在这次冲击中，本文再次发现了经验冲

击影响在各州间的持续性与异质性。考虑到经济对经验冲击的调整存在缓慢的以及快速的
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特征分量组成部分，并且其重要性将随着时间的推移而发生变化，因此不同个体州仍然会

出现不同的动态路径，虽然在舒适度冲击的案例中将不那么明显。 

5.4.5 收敛速度的比较静态 

最后，本文所提出的谱分析方法还允许基于比较静态分析的思想，研究模型参数变化

将如何影响经济收敛到稳态的速度。事实上，在非线性模型中实现这一点是非常具有挑战

性的，因为经济收敛到稳态的速度取决于生产率与舒适度冲击下每个地区的资本与劳动状

态变量的变化。因此，为了充分描述模型参数变化对非线性模型收敛速度的影响，需要对

经济转移路径进行反事实分析，以应对难以确定的生产率与舒适度冲击。 

本文所提出的谱分析方法存在以下两大特质：第一，所有可能的生产率与舒适度冲击

集均能由特征冲击集扩张（Span）而成；第二，对于冲击矩阵 R 和转移矩阵 P ，可以基于

已观测的数据矩阵 ( , , , )S T D E 和结构参数 }, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ 求解获得。因此，对于任何模型

参数的改变，本文的方法可以立即基于观测数据求解整个特征冲击的特征值谱（以及相应

的半衰期）。由于特征冲击扩张了所有可能的生产率与舒适度的经验冲击，因此对于收敛速

度如何受模型参数影响的问题可以方便地转变为求解参数变化对半衰期的影响。 

在图 7 中，展示了不同模型参数取值对于整个特征冲击谱的收敛到稳态半衰期的影

响。每个子图中均包括了某个参数差异，而其他参数则保持不变。本文在纵轴上展示了经

济收敛到稳态的半衰期，而在横轴上则基于半衰期升序的序列将特征分量进行排序。 

（1）从左上子图可以看出，较低的跨期替代弹性ψ 意味着较长的半衰期（也即更慢的

收敛速度），这是因为如果业主对消费的跨期替代性下降，那么其对于投资的反应也将下

降。从中上子图可以看出，较高的区际迁移弹性（也即 ρ 下降）对稳态收敛速度的影响并

不明确：较高的迁移弹性将提升劳动力流动对资本积累的响应程度，当资本与劳动对稳态

缺口为正相关时，将导致更长的半衰期；而当资本与劳动对稳态缺口为负相关时，则将导

致较短的半衰期。从右上子图可以看出，较高的贴现系数 β 通常将导致更长的半衰期，因

为业主将会有更高的储蓄率（未来消费效用相对提升），从而导致内生资本积累增加，并放

大生产率与舒适度的冲击，使得经济对于冲击的调整时间相对变长。 

（2）在右下子图中，本文改变了单一可贸易部门与单一不可贸易部门的相对支出份

额。不难看出，可贸易份额（ γ ）的下降将导致半衰期变长，因为较低的可贸易份额将使

得冲击影响更多集中在当地，从而使得达到稳态的调整需要更多的资本与劳动力在不同地

区间重新分配。从中下子图中可以看出，更高的贸易弹性（θ ）通常意味着更长的半衰

期，因为它增加了静态贸易模型中生产与消费的响应能力，从而也需要更多的资本与劳动

力在不同地区间的重新分配。从左下子图中可以看出，较低的劳动力份额（ µ ）将导致更

长的半衰期，因为劳动力份额的下降将相对提升资本积累的作用，从而再次放大了生产率

与舒适度冲击的影响，经济需要更长的时间对其进行调整。 
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（3）在左下子图中，本文还用黑色点虚线展示了模型不存在资本的特殊情况下，也即

仅存在 N 个状态变量和特征冲击（常规模型中有 2N 个）。左下子图的情况再次证明了本文

一再表明的资本与劳动的动态交互效应，当引入资本要素时（劳动力份额大于 0），向稳态

收敛的速度将下降，资本与劳动状态变量间的缺口在地区间呈现正相关关系（最大的 N 个

特征值将变得更大）；相反，当资本与劳动状态变量间的缺口在地区间呈现负相关关系时，

稳态收敛速度将变快（加入比黑色点虚线更小的额外 N 个特征值）。 

 
图 7    替代参数值收敛到稳态的半衰期 

5.5 多部门量化分析 

在最后的实证部分，本文基于区域-部门特定资本（Region-sector Specific Capital）进行

多部门拓展分析，更多的细节详见附录 S.6.8。 

在多部门的拓展研究中，本文再次发现其收敛到稳态的速度较慢，尽管比单部门的基

准模型更快——平均半衰期为 7年，最高半衰期为 35年。这一结果是由地区-部门迁移矩阵

的性质所决定的，也即劳动力在州内不同部门的流动要强于在不同州间的流动。换句话

说，冲击对地区劳动力市场的持久性影响取决于其所导致的劳动力重新分配是发生于产业

间抑或是地区间。同时，本文也再次发现稳态收敛的半衰期与资本和劳动状态变量缺口间

相关性存在很强的正相关关系。 

因此，在多部门模型中，与前述单部门模型一致，本文仍然发现：正是资本积累与迁
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移动态之间的相互作用，塑造了地区冲击的持续性和异质性影响。 

 

6. 结论 

经济活动对于地区冲击的响应，是经济学研究中的一个经典问题。一般而言，这种响

应可能是渐进的，因为存在资本结构投资与迁移摩擦。然而，对于这个经典问题的动态建

模存在一个关键挑战，也即：代理人的前瞻性投资与迁移选择均取决于彼此之间在所有地

区与所有未来时期内的相互影响，这将会导致一个可能存在的基于现实地区数量的无比庞

大的状态空间。 

本文主要做出了两个方面的贡献：第一，开发了一个易于处理的理论框架，将前瞻性

资本积累引入动态离散的迁移选择模型。并且克服了高维状态空间的挑战，基于稳态均衡

与对现有动态精确帽子代数技术的推广，将投资纳入模型；第二，对模型进行了线性化，

从而可以采用谱分析技术描述经济的转移路径。并且为转移路径提供了闭式解，包括捕捉

了冲击初始影响的冲击矩阵和控制状态变量更新的转移矩阵。 

本文研究表明，状态变量对任何基本面冲击的动态响应都可以用该转移矩阵的特征向

量和特征值进行表征。通过引入特征冲击的概念（对状态变量的初始冲击影响等于转移矩

阵的特征向量），任何特征冲击向稳态的收敛速度仅取决于转移矩阵的相应特征值。进一步

的，本文证明了任何经验冲击都可以表示为这些特征冲击的线性组合，其权重可以从经验

冲击对特征冲击的回归中求解获得。 

本文基于谱分析方法分析了资本积累与迁移动态间系统性的相互作用。结果表明：当

资本与劳动对稳态的缺口在地区间为正相关关系时，经济向稳态收敛的速度就较慢，此时

资本与劳动要么同时高于稳态水平，要么同时低于稳态水平。其原因在于生产技术中资本

与劳动边际产品间的动态调整，当资本高于稳态水平时，劳动的边际生产率将相对提高，

从而抑制了劳动的下调；反之亦然。 

本文展示了资本积累与迁移动态间交互作用在理解所观测到的美国各州收入收敛速度

下降，以及地方冲击的持续且异质性影响方面的重要性。本文进一步表明：对于所观测到

的收入收敛速度下降，很大程度上是由初始条件所决定，而并非由基本面冲击模式的变化

所决定。资本与劳动力动态都有可能导致收入收敛速度的下降，而将前瞻性投资纳入动态

离散移民选择模型对于解释这种关系是关键的。 

本文使用谱分析方法将资本与劳动状态变量对稳态的初始缺口和基本面经验冲击进行

分解，结果表明：初始稳态缺口在收敛缓慢的特征分量上具有较大载荷，因为资本与劳动

对稳态的缺口在地区间是正相关的；与之相反，生产率与舒适度经验冲击则在收敛较快的

特征分量上具有较大载荷，因为生产力与舒适度冲击在地区间是负相关的，从而导致了资

本与劳动对稳态缺口的负相关关系。这两个结果共同表明，初始条件在很大程度上解释了
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所观测到的收入收敛随时间推移而下降的原因。 

本文研究继续表明，由于在经济转移路径上缓慢的与快速的特征分量间相对重要性的

动态调整，将导致不同个体地区状态变量的非单调动态变化。例如，对于密歇根州相对生

产率下降 15%的经验冲击，本文发现密歇根相邻州首先经历了人口流动，然后又经历了人

口外流，在新稳态中其最终的人口份额甚至低于初始稳态。 

综上所述，本文的研究结果突出了资本积累与迁移动态之间丰富的相互作用关系，并

基于谱分析方法对其中的动态变化系统的动力源提供了诸多洞见。 

 

7. 附录 B：基准动态空间模型 

在这个附录中，本文报告了单部门可交易基准模型的详细推导过程。模型基本环境详

见表 1，现在开始展示基准动态空间模型的详细推导过程。 

B.1 资本积累方程 

联立业主跨期效用函数（5）以及预算约束（6），则业主跨期最优化问题可表示为： 

 1 0}

1 1

{

/

, 0

1

( )max
1 1

.

,

. . (   (1 )
/

)

k
t s t s s

k
t s it s

t
k s

k
it it it it it it it

c

s t

c

c p rp k kk

ψ

β
ψ
δ

∞
+ + + =

−∞
+ +

=

+ − −

−

+ =

∑
 （B.1） 

现在证明引理 1： 

为了简化符号表示，首先去掉地区下标 i。考虑业主在所有 t 时期均面临其财富 tk 的一

个线性回报 tR ，令 ( ; )tv k t 代表 t 时期的价值方程，则业主消费-储蓄问题可递归改写为： 

 
1

1 1/

1 1,{ }
( ; ) max ( ),     . .  ,1

1 1 /
;

t t

t
t t t t t t tkc

cv k t v k s t c kt R k
ψ

β
ψ+

−

+ += + =+ +
−

  

其中，为了聚焦于本次证明，本文用简单的符号 c 代替 kc ，作为业主的消费决策。本

文猜测并证明（Guess-and-verify）存在 ta 、 tς 使得
1 1/( )

1 1/( ; ) t kt ta Rv k t
ψ

ψ

−

−= ，并且最优化条件下存

在 t t t tkc Rς= 。在这个猜想下，
1 1/ 1 1/ 1 1/

1 1/( ; ) a R kt t t
k tv k t

ψ ψ ψ

ψ

− − −

−= ，拉格朗日函数可设为： 

 
1 1/

1 1( ; 1) [ ].
1 1 /

t
t t t t t t t t

c v k t R c kk
ψ

β ξ
ψ

−

+ += + + − −
−

+   

基于一阶条件（F.O.C.）可得： 

 1/{ }      ,t t tc c ψ ξ− =  

 1/ 1 1/ 1 1/
1 1 1 1{ }      .t t t t t tkk a Rψ ψ ψξ β − − −
+ + + + =    

也即： 

 1 1/ 1 1/
1 1 1 .t t t t tc k a R

ψψ ψ ψβ
−− − −

+ + + =    （B.2） 
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由包络条件（Envelope Condition） ( ; )k t t tv k t Rξ= 可得： 

 1 1/ 1 1/ 1/ 1/ .t t t t ta R k c Rψ ψ ψ ψ− − − −=  （B.3） 

将前文所猜测的 t t t tkc Rς≡ 代入包络条件 B.3 中，可得： 

 1 .t ta ψ ς− =  

由预算约束条件可得 1 (1 )t t t tk R kς+ = − ，将其代入公式 B.2 可得： 

 
1 1/ 1 1/

1 1

1
1 1/

1 1

(1 )

[ ] .1

t t t t t

t t t t

a R

R

ψψ ψ ψ

ψ
ψ ψ ψψ

ς β ς

ς β ς

−− − −
+ +

−
− −

+ +

 = −

=



+⇔




 （B.4） 

在对数效用函数的特殊情况下（ 1ψ = ），业主的最优消费与储蓄率与未来的资本回报

率无关，因此对于任意 t 均存在 (1 )tς β= − ，与 Moll（2014）的研究一致。 

B.2 稳态存在且唯一性 
现在，基于本文一般均衡方程组公式（10-16）来表征稳态（非时变基本面条件

{ }, , ,i i ni niz b τ κ 以及稳定内生变量组{ , , , , }i i i i iv w R k∗ ∗ ∗ ∗ ∗
 ）的唯一存在性。给定不随时间改变的

基本面条件，可以将公式中的期望值化简，也即： 1 1
w w

t gt gtvv + += 。 

B.2.1 资本劳动比 

在稳态下，存在以下条件： 1it it ikk k∗
+ = = ， 1

k k k
it it ic c c ∗
+ = = ，以及 1it it iς ς ς ∗

+ = = ，从而有

1 iς β∗− = 。将这些条件代入资本积累公式（11），可解得稳态下资本-劳动比： 

 1 .
1 (1 )

i i

i i

k w
p

β µ
β δ µ

∗ ∗

∗ ∗

−
=

− −

 （B.5） 

B.2.2 价格指数 

基于稳态下资本-劳动比，公式（10）中的价格指数可改写如下： 

 

(1 )

1
(1 )

( ) ( ) ( ) ,

1 ,     .(1 ) ( / )

N

n ni i i
i

ni ni i

p w p

z

θ θµ θ µ

θ µ
θ

ψτ

β δψ τ τ
β

∗ − ∗ − ∗ − −

=

− −
−

=

− −
≡ ≡ 
 

∑ 



 （B.6） 

B.2.3 产品市场出清条件 

基于稳态下资本-劳动比，公式（12）中的商品市场出清条件也可改写如下： 

 1 (1 )

1

( ) ( ) ( ) .
N

i i i ni n n n
n

w p p wθµ θ µ θψτ∗ ∗ + ∗ − ∗ ∗ ∗

=

= ∑ 
   （B.7） 

B.2.4 价值方程 

公式（14）中的价值方程也可以改写为： 

http://doi.org/10.1257/aer.104.10.3186
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/

1

exp ,     exp
N

w wn
n n n gn g

gn

wv v
p

β ρ

ββ βφ φ κ
ρ ρ

∗
∗ ∗

∗
=

 
 

  
= ≡  

    
∑   （B.8） 

基于上式对 nφ 的定义，显然有： 

 / /

1

( ) ( ) .
N

n gn g g g
g

p wβ ρ β ρ βφ κ φ∗ − ∗

=

= ∑   （B.9） 

B.2.5 劳动力流动条件 

公式（15）中的劳动力流动条件可改写为： 

 1

1 1

exp ,     exp .
N N

w w
g gi g i i i mi m

i m

v vβ βκ φ φ κ
ρ ρ

∗ ∗ − ∗ ∗

= =

   
=    

   
≡∑ ∑ 

   

现在代入价值方程公式（B.8），可得： 

 / / 1

1

( ) ( ) .
N

g g g g gi i i
i

p wβ ρ β ρ βφ κ φ∗ ∗ − ∗ − ∗ −

=

= ∑ 
   （B.10） 

B.2.6 方程组 

将以上结果汇总，则模型稳态 }, ,{ ,i i i iwp φ∗ ∗ ∗ ∗
 可由以下方程组解出： 

 (1 )

1

( ) ( ) ( ) ,
N

i in n n
n

p p wθ θ µ θµψτ∗ − ∗ − − ∗ −

=

= ∑   （B.11） 

 (1 ) 1

1

( ) ( ) ( ) ,
N

i i i ni n n n
n

p w p wθ µ θµ θψτ∗ − ∗ + ∗ ∗ ∗ ∗

=

= ∑ 
   （B.12） 

 / / 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,
N

i i
n

n ni i inp wβ ρ β ρ βφ κ φ∗ ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗ −

=

= ∑ 
   （B.13） 

 / /

1

( ) ( ) ( ) ,
N

i n nn
n

ni p wβ ρ β ρ βφ κ φ∗ ∗ − ∗ ∗

=

= ∑   （B.14） 

其中，符号的定义如下： 

(1 )
1/

1

,     ) ,     exp ,     ) .1 (1 ) ( / ( /
N

w
ni ni i i ni n in in n

n

z v b
θ µ

θ β ρβ δ βψ τ τ φ κ κ κ
β ρ

− −
− ∗ ∗ −

=

 



− −
≡ ≡ ≡ ≡ 



 
 


∑    

现在开始证明命题 1：使用 Allen, Arkolakis, and Li（2020）的方法，基于模型结构参数

}, , ,{ , ,ψ θ β ρ µ δ 系数矩阵 A 的性质，为稳态的唯一存在性提供充分条件。 

方程组公式（B.11-14）左侧变量的指数可以表示为以下矩阵： 

 

0 0 0
(1 ) (1 ) 1 0

.
/ / 1
0 0 0 1

θ
θ µ θµ
β ρ β ρ β

− 
 − + =
 − −
 
 

Λ  

同理，其右侧变量的指数可以表示为： 

https://www.nber.org/papers/w27837
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(1 ) 0 0
1 1 0

.
0 0 1 1
/ / 0

θ µ θµ
θ

β ρ β ρ β

− − − 
 
 =
 −
 
− 

Γ  

令 1−≡A ΓΛ ，其谱半径（绝对值最大的特征值）为 ( )ρ A ，基于Allen, Arkolakis, and Li

（2020）的理论 1（Theorem 1），存在唯一稳态均衡的条件为 ( ) 1ρ ≤A 。 

接下来，本文将针对准对称（Quasi-symmetric）贸易与迁移成本的情形，推导出一个

更清晰的充分条件，也即： a b
in in i nτ τ τ τ=    、 c d

in in i nκ κ κ κ=    ，其中 in niτ τ=  且 in niκ κ=  （在本文实

证应用部分已进行假设）。在这个情形下，可以将方程组公式（B.11-14）改写为： 

 1

1

( ) ,
N

a b
i i in n n n

n

p p qθ θ θµτ τ τ− − − −

=

= ∑    （B.15） 

 1 1 1 1

1
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b
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=
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   （B.16） 

 / 1 1
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n
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   （B.17） 
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1

( ) .
N

d c
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n
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=

= ∑    （B.18） 

基于公式（B.18）可知： 

 
/

1
1

.1
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将等式（B.17）左边乘以 11

/

( )

c
in n n n

d

N

n
i i

qβ ρ βκ κ φ
φ κ= −∑
 



，并且将 1 /( )c
i i iqβ β ρκ φ− − −
 移项至等式右边： 
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令

1

/
/

d
i i i

i d
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N

n n

κ φ
γ

κ κ φ
=

≡
∑



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

，则有： 

 
1

/ / ,
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d d
i i i i in n n n
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κ φ γ κ κ φ
=

=∑  
   

 / /

1

.
N

c c
i i i i in n n n

n

q qβ β ρ β ρ βκ φ γ κ κ φ
=

=∑    

基于 Perron-Frobenius 定理，存在某个常数 x 使得 //d c
i i i i i ix qβ β ρκ φ κ φ= 
 成立。考虑到 i

并由方程组完全确定：如果{ }i 是方程组的解，那么{2 }i 显然也是。鉴于此，在不失一般

性的情况下，本文令 1x = 。也即： 

 1 1 /( ) .c
i i i i

d
i qβ β ρκ κ φ− +=  

  （B.19） 

https://www.nber.org/papers/w27837
https://www.nber.org/papers/w27837


城市经济学    钟明志    S232501392 

36 

采用同样的策略，将公式（B.15）左边化为 1，也即： 
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in n n n

a
n i i

p q
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θ θµ

θ

τ τ
τ
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− −
=
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将公式（B.15）代入公式（B.16），等式左边乘以 11 ( )

b
in n n n

a
i i

N

n

p q
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有： 

 

1 1 / 1 1 1 1 1 1 / 1
1

1 1

1 1 / 1 1

1 1 1 / 1
1

( ) ( ) ( ) ,
( )

( )
( )

bN N
bin n n n

i i i i i i in n n n na
n

d

ni i

n

c d a c
n n

c d

N c d

a b
i i i i

a
n n n

i i i

i nn n n

p q q p q
p

p

p

p
qp

q

θ θµ
θ θµ β ρ β θ β β ρ

θ

θ β ρ β

θ β β ρ

τ τ
φ τ κ κ τ τ φ κ κ

τ

τ φ κ κ τ

τ τ φ κ κ

− −
− + + + − − − + + −

− −
= =

− + +

=

−

− + + −

=

⇔ =
∑

∑ ∑
 

     



  

  

1

.i i
b

in n n n
N

n

q
p q

θ θµ

θ θµτ τ

−

− −
=

−

∑  

 

现在定义
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，则有： 
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再由 Perron-Frobenius 定理，存在某个常数 y 使得 1 1 / 1 1( )a c d b
i i i i i i i i ip q y p qθ β ρ β θ θµτ φ κ κ τ− + + − − −=  

成立。考虑到 ip 为名义变量，在不失一般性的情况下可令 1y = ，也即： 

 
1 1 / 1 1 1

1 / 1
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i i i i i i i

d
i i

i i i i
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qp e
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 （B.20） 

其中， ( )1 1 1 2( ) ( )a c d b
i i i i ie d

θ
θτ κ τ− −−

−

≡ 

  。 

将公式（B.19-20）代入到公式（B.15）和（B.18）中，有： 

 
1 / 1 1 / 1
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qβ ρ βφ κ κ κ φ−

=
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至此，本文已求得两组方程以及两个内生变量 iq 、 iφ 。此时，再使用 Allen, Arkolakis, 

and Li（2020）的理论 1（Theorem 1），不难得到： 

 
1

/
,

0 1
/

,

1 1
1 2 1 2

1
1 2 1

/
2

θµ β ρ βθ θ
θ θ

θµ β ρ βθ θµ θ
θ θ

β ρ β

+ − − =
 
  

+ −

+ +
− −

+ +
− − =

 
  

− −

Λ

Γ

 

https://www.nber.org/papers/w27837
https://www.nber.org/papers/w27837
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 1

( 1)

.
(2 1) ( 1)

( )

β ρ µρ µρθ µρθ β
β ρ µρθ β ρ µρθ
β θ β ββ

θ β ρ µρθ β ρ µρθ

−

+ + − + 
 + + + + ≡ =

− + − + + + + 

A ΓΛ  

经济存在唯一稳态的条件为系数矩阵 A 的谱半径小于或等于 1（ ( ) 1ρ ≤A ），本文基准

模型中的参数值与贸易与迁移成本的经验数据均满足这个条件。 

B.3 动态精确帽子代数 

下面证明命题 2，也即动态精确帽子代数方法： 

给定经济初始配置条件：（ 0 1 0 1 1 1 0 , 1 , 1 , 1{ } ,{ } ,{ } ,{ } ,{ }N N N N N
i i i i i i ni n i ni n ik k S D= = = = − = ），且预期基本面的

一系列变化为{ }1 1 , 1 , 1 1
{ } ,{ } ,{ } ,{ }N N N N

it i it i ijt i j ijt i j t
z b τ κ

∞

= = = = =


 ，则未来经济均衡水平的时间差分序列可由

以下非线性方程组解得： 

 
1/

2 1
1 1/

21 1

/ ( )
,

/ ( )
gt git

igt

imt mt mi
N

m t

D
D

u

u

ρ

ρ

κ

κ
+ +

+

= + +

=
∑







 

 
1

1
1 1 2 1

11

,/ ( )
N

it
it it igt gt git

git

wu b u
p

D

β β
ρ

ρκ+
+ + + +

=+

 
= 

 
  
 


 

∑




 



 

 ( )( )
1/

1

1 1 1 1 1 1
1

/ / ,
N

it imt imt mt mt mt mt
m

p w k zS
θθµ

τ
−−−

+ + + + + +
=

=
 
 
 
∑ 

   
  

 1
1

,
N

gt igt it
i

D+
=

= ∑   

 1
1 1 1 1

1
1

,
N

nit nt nt
it it nt nt

n kit k
N

t tk k

ww w
w

S
S

=

+
+ + + +

=

= ∑
∑



 

 
 



 

 
( )( )

( )( )

1

1 1 1 1 1

1 1

1 11 1 1 1

/
,

/

/

/

nit it it it it

nit

nkt t
N

k nkt kt kt k kt

w k z
S

w k zS

θµ

θµ

τ

τ

−−

+ + + + +

+ −−

+ + + + +=

≡

∑



  






  


 

 1
1 1 ,

1
it

it it
it

Rψ ψ ς
ς β

ς
−

+ + −
=  

 1 ,(1 )it it it itk R kς+ = −  

 1 1
1

1 1

,( 1 ( (1 ))( )) it it
it it

it it

p k R
w

R δ δ+ +
+

+ +

− − − −=









 

其中，定义变换的劳动者效用形式为 exp w
it itvu β

ρ
 
 ≡
 

（与 Caliendo et al.（2018）类

似），同时用上点标表示时间差分变量： 1 1 /it it itx x x+ += 。注意到，解这个方程组并不需要基

https://doi.org/10.1093/restud/rdx082
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本面变量{ }1 1 , 1 , 1 0
{ } ,{ } ,{ } ,{ }N N N N

it i it i ijt i j ijt i j t
z b τ κ

∞

= = = = =
的任何信息。 

B.4 模型线性化 

B.4.1 比较静态 

（1）支出份额。对支出份额 nts 进行全微分，可得： 

 
1

d ln .d ln d ln
N

nit nht nht nit
h

S S ppθ
=


= −


 
 
∑  （B.21） 

（2）价格。对公式（2）中价格规则进行全微分，同时基于公式（9）和（2），可得： 

 d ln (1 )d ln d ln .d ln d lnnit nit it it itp w zτ µ χ= − − −+  （B.22） 

（3）价格指数。对价格指数进行全微分可得： 

 
1

d ln d ln .
N

nt nmt nmt
m

p S p
=

= ∑  （B.23） 

（4）实际收入。对实际收入进行全微分可得： 

 [ ]
1

d ln d l nn (1 d ln ,d ln d l )d ln
N

it
it nmt nmt mt mt mt

mit

w S z
p

w wτ µ χ
=

− − −
 

= + − 
 

∑  （B.24） 

（5）迁移份额。对公式（16）中的迁出份额进行全微分，可得： 

 1 1
1

d ln d d ln ( .1 ( d d l )) n
N

igt t gt git iht t ht hit
h

D v D vβ κ β κ
ρ + +

=

 
= − − 

 
−∑   （B.25） 

（6）产品市场出清。对公式（12）产品市场出清条件进行全微分，并代入公式（B.21-

22），可得： 

( )
( )

1

1 1

1

( ln ln )
d ln

d ln d ln (1 )d ln d ln .
d ln

d ln d ln (1 )d ln d ln

int nt nt

N Nit
int nmt nmt mt mt mtn m

it N
int nit it it in

n

t

N T d w d
w

S w z

T

T

w z

θ τ µ χ

θ τ µ χ
= =

=

=
 +
    = + + − − −   +   − + − − −  

∑
∑ ∑

∑





 （B.26） 

 .nit nt nt
int

it it

S
w
wT ≡




 

（7）人口流动。对公式（15）人口流动条件进行全微分，可得： 

1 1 1
1 1

d ln d ln d d ln ( d d ln ) .1N N

gt git it t gt gi imt t mt mit
i m

E v D vβ κ β κ
ρ+ + +

= =

  
= + − − −  

  
∑ ∑     （B.27） 

（8）价值方程。对价值方程进行全微分可得： 

 1d d ln d ln d ln d .1 d ln d lnit iit it iit it t it iitv Dw p b vS β ρ
θ += − + − + + −  

基于 d ln iitS 和 d ln iitD 的全微分，可得： 
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 1

1 1

d ln d ln
,

d ln ( d d ln )

it imt imt
it

it imt t mt

m

mi

N

N

m t

w S p
dv

b D vβ κ
=

= +

 −
 =
 + + − 

∑
∑ 

 

其中，由于 d ln 0iitκ = ，基于公式（B.22）中价格规则的全微分，可将价值方程的全微

分公式进一步改写为： 

 
( )1

1 1

d ln d ln d ln (1 )d ln d ln
d .

d ln ( d d ln )

N

m

i

it imt nmt mt mt mt
it

i
N

t imm t t mt m t

w S w z
v

b D v

τ µ χ

β κ+

=

=

 − + − − −
 =
 + + − 

∑
∑ 

 （B.28） 

B.4.2 稳态充分统计量 

假设经济从初始稳态开始，内生变量为常数： 1it it ik k k∗
+ = = 、 1it it i

∗
+ = =   、

1it it iw w w∗ ∗ ∗
+ = = 以及 1it it iv v v∗ ∗ ∗

+ = = ，其中本文用上星标表示变量的稳态值，并将时间下标 t 去

掉。考虑各个地区生产率（ d ln z ）与舒适度（ d ln b ）的轻微冲击，并且假定经济加总的

劳动力禀赋（ d ln 0= ）、贸易成本（ d ln 0=τ ）以及迁移成本（ d ln 0=κ ）为常数。 

（1）资本积累。从资本积累方程公式（11）可解得稳态资本存量为： 

 .( 1 1(1 ) (1 )1 ) ( ) i i
i

i i

k w
p

µβ δ χ β δ β
µ

∗ ∗
∗

∗ ∗− = −
−

− − =


 

对其进行全微分，可得： 

 d ln .d ln i
i

i

w
p

χ
∗

∗
∗

 
 
 

=  

基于公式（B.24）真实收入的全微分，上式也改写为： 

 
1

d ln d ln d ln (1 )d ln d ln ,
N

i i im m m m
m

w S w zχ µ χ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

 = − − − − ∑  

其中，由于 d ln 0nmτ = ，这一关系用矩阵形式可表示为： 

 ( (1 ) )d ln ( )d ln d ln .µ ∗ ∗− − = − +I S I S w S zχ  （B.29） 

（2）产品市场出清。公式（B.26）产品市场出清的全微分条件可用矩阵表示为： 

 ,d ln d ln (d ln d ln ) (1 )d ln d l( ) d ln n( )t t t t t tθ µ−+ = + + − − −TSw T ww I zχ   

其中，由于 d ln 0=τ ，因此可将此关系进一步改写为： 

 .[ ]d ln ( )d l( ) ( )(d ln (1 )n d ln )t t tθ θ µ− + = − −+− −− +I TS I TS zI T w I T χ  

在稳态有： 

.[ ( ) ( )( )]d ln [ d ln (1 d ln )( )d ]lnθ θ µ∗ ∗ ∗− −− − −+ = +− +I TS IT TI zw SI T χ  （B.30） 

（3）人口流动。公式（B.27）人口流动条件的全微分可用矩阵表示为： 

 1 1d ln .d ln ( )dt t t
β
ρ+ ++= −E I ED v   
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在稳态有： 

 d ln .d ln ( )dβ
ρ

∗ ∗ ∗= −+E I ED v   （B.31） 

（4）价值方程。公式（B.28）价值方程的全微分可用矩阵表示为： 

 1d ( )d ln (d ln (1 )d ln ) d ln ,dt t t tµ β += − + + − + +v I S w S D vz bχ  

其中，由于 d ln 0d ln = =τ κ ，稳态时有： 

 d ( )d ln (d ln (1 )d ln ) d ln .dµ β∗ ∗ ∗ ∗= − + + − + +v I S w b Dz vS χ  （B.32） 

（5）稳态方程组。由以上分析整理可得稳态方程组为： 

 1d ln ( (1 ) ) (( )d ln d ln ).µ∗ − ∗= − − − +I S I S w S zχ  （B.33） 

1d ln ( ) ( ( )d ln .( ) (d ln (1 )d) l( )n )θ θ µ∗ − ∗ ∗−−= − + − + −− +w I T I T I T zSI TS χ  （B.34） 

 1 .( )d ln ( )dβ
ρ

∗ − ∗= − −I EE D vI  （B.35） 

 { }1d ( ) d ln (d ln d ln (1 )d ln d ln ) .β µ∗ − ∗ ∗ ∗= − − − − − +Dv I w S w z bχ  （B.36） 

B.4.3 稳态弹性 

现在，用公式（B.33）中 d ln ∗χ 的表达式代入公式（B.36）价值方程中，可得： 

{ }
{ }
( )

1

1

1 1

1 1

d ( ) d ln (d ln d ln (1 )d ln ) d ln ,

( ) ( )d ln d ln (1 )d ln d ln ,

( ) (1 )( (1 ) ) ( )d ln d ln d ln ,

( ) d ln ( (1 ) ) (( )d ln d ln ) .

β µ

β µ

β µ µ

β µ

∗ − ∗ ∗ ∗

− ∗ ∗

− − ∗

− − ∗

= − − − − − +

= − − + + − +

 = − + − − − − + + 
 = − + − − − + 

v I w S w z b

I I S w S z S b

I I S I S I SD w S z b

I b I S I S

D

w

D

SD z

χ

χ
 （B.37） 

接着再用公式（B.33）中 d ln ∗χ 的表达式代入公式（B.34）工资方程中，可得： 

 ,( n( ))d ln ) (d ln (1 )d l )( n)d l (θ θ µ∗ ∗ ∗− + = − − + −− + −wI T I TI I TSTS z χ  

 
1

( )d ln ( )
( ,

d ln
( ))d ln

( ) (1 )(( d ln d ln)( (1 ) ))
θ

θ
θ µ µ

∗
∗

− ∗
−

 − − + −
− + =  − + + − − − −

z
I TS

T
I T I TS

I T
S

w
I SI zS I wS

  

 ( )1

1

( (1 ) ) (1 ) d ln
( ))d ln ,(

( )

(

)

)

)

d l

(1 )( (1

n ( )

( )d ln

θ µ µ
θ

θ µ µ

∗ −
∗

− ∗

 − − − + −



− −
−

+

+
− + =  

−  − − − −

I I S S z
I TS w

I

I T I TS
I T

I S wTS I S



 

 

( )
1

1

1

( ( )d ln ( ) )
( )d ln ( )
( ) (( )d ln d ln ),

( )d ln ( )

( ) ( )d l

( ))d ln (d ln (1 )d ,
d ln

 (1 )( (1 ) )

( (1 ) ) (1 ) d ln

 (1 )( (1 ) )

θ θ µ

θ

θ µ µ

θ µ µ

θ µ µ

∗ ∗ ∗

∗

− ∗

∗ −

−

− + −

=

+ − − −

= + − − −

+ − −

− + = − − + −

− − + −

− − +

− − + −

− − −

S

I T I T I TS
I T I TS
I TS I S w S z

I T

I TS

zI TS

w z
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I

I

I

I S S

SST IS I
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


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( )( )1

1

( ) d ln

                                                             ( )d ln d ln ,

( ) (1 )( (1 ) )

( )( (1 ) )

θ µ µ

θ µ

− ∗

∗ −

− −− + −

= − −

− −

+

−

− − −

I I TS I I S

I TS

T I S w

I IT S z

 

 
( )( )1 1

1

d ln

                                                             ( )d ln d ln ,

( ) ( (1 ) ) (1 )( (1 ) )

( )( (1 ) )

θ µ µ µ

θ µ

− − ∗

∗ −

− − − − − −− +

=

−

− + − − −−

I I TS I S I S

I TSI T I S

T w

z

 

 
( )1

1

d ln

                                                             ( )d ln d ln .

( ) ( (1 ) )

( )( (1 ) )

θ µ µ

θ µ

− ∗

∗ −

− − −

− − −

− +

= − − +

I I TS I S

I TS I

w

T S

T

I z

 （B.38） 

基于资本积累方程公式（B.33）、人口流动方程公式（B.35）、价值方程公式（B.37）

以及工资方程公式（B.38），可得： 

 1 1 ,(1 ) )d ( ) d ln ( (( )d ln d ln )β µ∗ − − ∗
 − − = − + − + v I b I w S zD I S S  （B.39） 

 
11

1

)
( ) ( ( ,1 )

d
)

( )
( d ln

ln
ln( (1 ) )

θ µ µ
θ µ

∗
−∗ −

−

 − −
− = − + − −

− − −   + 

I T
d w I T

z
I TS I S

I TS I S


 （B.40） 

 1d ln ( (1 ) ) ( )d ln d ln ,µ∗ − ∗ = − − − + I S I S w S zχ  （B.41） 

 1 .( )d l ( )dn β
ρ

∗ − ∗= − −I E I ED v  （B.42） 

接下来，本文将进一步简化方程，首先定义如下复合矩阵： 

 

1 1

1

( )
( (1 ) )
( )

)( )( ,
,

.

β

µ

− −

−

≡ −

≡ −

−

−
≡ −

−I E D
O
G

I S
D I

M S

E

I

I

T
 （B.43） 

并且这些矩阵还具有以下性质： 

 
(1 ) ,

(1 ) ( ) (1 ) (1 ) .
µ

µ µ µ µ
+ − =

− − − = + − − − =
I SO O

I O I S I OS O O
 

基于以上定义与性质，可将公式（B.40）改写为： 

 d ln (1 ) ( )d ln ,( )d ln ( )d ln (1 ) d lnθ θ µ µ∗ ∗ ∗− −  + − − = − − − + −M M z O I S wI T w I T OS z  

 [ ] ,d ln (( (1 ) ( )d ln d n)) lθ µ θ∗ ∗−− = −− − −−−I M I O I MT w I T OS z  

 
11

1

( )d ln
d ,( ) ( (1 ) )

( )( (1 ) )
ln

d ln
θ µ λ

θ µ

∗
−∗ −

−


−
−

 −
= − − − +  + − − −

I TS I SI
I TS

w
zS

T
T

I
I   

 [ ] 1 .d dln ( ) l ld nnθµ θ−∗ ∗= − − − − −w TMO I MO zI T   （B.44） 

基于价值方程公式（B.39），可将公式（B.42）劳动力方程改写为： 
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 1 1 1d ln ( ) d ln ( .( ) ( ) ( [( )d ln d ln ]1 ) )β β µ
ρ

∗ − − − ∗ −= − + −− +− −I E I ED D SI b I S w S zI  

基于资本积累公式（B.41）以及定义式（B.43），可进一步将上式改写为： 

 d ln d ln .d lnβ
ρ

∗ ∗ = + bG χ  （B.45） 

基于定义式（B.43），可将资本积累方程公式（B.41）改写为： 

 1d ln ( )( ) ( ) d ln d ln ,d ln d lnβθ µ θ
ρ

∗ − ∗ = − − −


−
 
  

  
− + − + O I S I T I T b S zM O G MO zχ χ  

1

1

1

( )( ) ( )

( )( ) d ln
                                               .

( )( ) )

d

(

ln

d ln

βθ µ
ρ

θ θ µ

βθ µ
ρ

− ∗

−

−

+ − − − −

  − − − −

−

 
 
 

 
=  − − − − 
 

I O I S I T I T

OS O I S I T MO z

O

O

I

M O G

M

M O GI S I T bT

χ

 （B.46） 

据此，本文获得了每个地区内生变量对于任何地区冲击的稳态弹性的表达式。 

命题 A.1：经济活动稳态分布{ , , },i i i iw v k∗ ∗ ∗ ∗
 对生产率（ d ln z ）与舒适度（ d ln b）轻微

冲击的一般均衡响应，仅由矩阵{ , , , , , , , }z z z z b b b b∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗L K W V L K W V 决定。而这些矩阵则完

全取决于结构参数{ }, , , ,θ β ρ µ δ 以及可观测到的支出份额矩阵 S 、收入份额矩阵T 、迁出

份额矩阵 D 以及迁入份额矩阵 E ： 

 

d ln
d ln

d ln d ln ,
d ln
d ln

z b

z b

z b

z b

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

     
     
     = +
     
     
          

L L
k K K

z b
w W W
v V V



 （B.47） 

证明如下： 

首先，基于以上整理的公式：价值方程（B.39）、工资方程（B.44）、人口方程

（B.45）、资本-劳动方程（B.46），尤其是后两者，综合可得： 

 

( )

1
1

1

( )

        ,

( )( )

( )( )

z β βθ µ
ρ ρ

θ θ µ

−
∗ −

−

 
≡ + − − − 

 

× − − −

−

−

L G I O I S I T M O G

OS O I S I T O

T

M

I

MO

 

 

1
1

1

( )

        ( ) .

( )( )

( )( )

b β β βθ µ
ρ ρ ρ

βθ µ
ρ

−
∗ −

−

 
≡ − + − − − 

 

× − − −

−

−

L G G I O I S I T M O G

O I S O

I T

TI T IM G
 

基于资本-劳动方程（B.46）与人口方程（B.45）可得： 
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( )

1
1

1)

(( )( )

( ( )

)

        ,

z β βθ µ
ρ ρ

θ θ µ

−
∗ −

−

 
+ −

 
≡

−

 


+ − − − 
 

− − −



×

G I O I S I T M O GK

OS O I S O

I I T

I T MOM

 

 

1
1

1 

( )( )

.( )(

( )

       ( ))

b b βθ µ
ρ

βθ µ
ρ

−
∗ ∗ −

−

 
≡ − + − − − 

 

−

−

−× − −

I O I S I T M O GK

O I S I T M

L I T

I TO G
 

基于工资方程（B.44）与人口方程（B.45）可得： 

 [ ] 1 ( ) ,z zθ µ θ−∗ ∗ ≡ − − − − − I T M O I T L MOW  

 [ ] 1 ( ) .b bθ µ −∗ ∗ ≡ − − − − W I T M O I T L  

基于价值方程（B.39）与工资方程（B.44）可得： 

 1 1( (1 ) ) ( ) ,( )z zβ µ∗ − − ∗ −≡ − − − + V D S I S W SI I  

 1 1 1( (1 ) ) ( ) .( ) ( )b bβ β µ∗ − − − ∗+ − − −≡ − −V I D I S I S WI D  

观察可知，稳态弹性矩阵{ , , , , , , , }z z z z b b b b∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗L K W V L K W V 是结构参数{ }, , , ,θ β ρ µ δ

与可观测的支出份额矩阵 S 、收入份额矩阵T 、迁出份额矩阵 D 以及迁入份额矩阵 E 的线

性组合。因此，内生变量{ , , },i i i iw v k∗ ∗ ∗ ∗
 对生产率与舒适度冲击的稳态变化响应是唯一的。 

考虑到支出份额矩阵 S 与收入份额矩阵T 在要素价格上为零度同质的（Homogeneous 

of degree zero），为了求解工资的变化，需要一些数值设定（numeraire）。因此，本文假定

所有地区的总劳动收入为 1，也即：
1 1

1N
i

N

i i ii
w q q

=
∗ ∗

=
∗ = ==∑ ∑ 。再假定 ∗q 为稳态下各个地

区劳动收入的行向量，则有：
1 1 1

d ln d ln d 0dN N N

i
i

i i ii i i
i

q q q qq
q

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = =
∗

∗= = = =∑ ∑ ∑q q 。同样

的，由于迁出份额矩阵 D 、迁入份额矩阵 E 在所有地区的总人口上也是零度同质的，因此

也需要作这样的假设，也即：
1

1N
ii=

==∑   。再假定 ∗
 为稳态下各个地区人口的行向量，

则同样有以下关系：
1

d ln 0
i i
N

i
∗ ∗

=
=∑   成立。 

B.4.4 线性均衡条件推导 

假设在 0t = 时，观测到状态变量的初始值 0 0( ),k 以及贸易与迁移矩阵 ( , , , )S T D E ，此

时并不需要与模型稳态相关。在下文中，本文将使用波浪上标表示变量与初始稳态值的对

数偏差，例如 1 1 lln nit it iχ χ χ∗
+ + −= ，对于除劳动者价值方程 itv 以外的变量均适用。而对于

劳动者价值方程，本文则令 it it iv v v∗≡ − ，在有些滥用符号的基础上将其波浪上标表示为其

与稳态值的水平偏差。本文考虑了所有地区的生产率（ d ln tz ）与舒适度（ d ln tb ）的随机
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冲击（Stochastic Shocks），并且保持经济的劳动禀赋加总（ d ln 0= ）、区际贸易成本

（ d ln 0t =τ ）与迁移成本（ d ln 0t =κ ）不变。 

（1）人口流动（公式（20））。人口流动条件（B.27）相对于初始稳态的全微分可用以

下矩阵表示： 

 1 1( ) .t t t t
β
ρ+ += + − I ED vE 



   （B.48） 

（2）资本积累（公式（18））。注意到在确定性稳态（Deterministic Steady-state）时，

有： 1Rβ ∗ = ，且 1 1 11 ( )Rψ ψς β ς∗− ∗ − ∗−= + ，从而有 1ς β∗ = − 。现在相对于确定性稳态对公式

（B.4）进行线性化，令 lln nt t xx x ∗−≡ ，则有： 

 

( ) ( )( )

1 1 1
1 1
1
1

1 1
1 11

1 1
1 1

1 1

1 ( ) ( )ln
1

1 ( / ) ( / )
ln

1

ln 1 ( / ) 1 ( / ) 1 ,

( ) .

/ ,

,
/ (1 )

1

t t
t t

t

t t
t

t t t

t t t t

RR R

R R

R R

R

ψ ψ ψ

β ψ
β

ψ

β ς
ς

βς

ς ς

β β

β β ς ς

β ς ψ β

∗ − ∗ − −
+ +
−
+

∗ − ∗ −
+ +−

∗ − ∗ −
+ +

+ +

+

−

+

+

+

+ − + −

−

≈ −

=
−

≈ −

= −













 

 

 
1

.1( ) s
t t t t t t t t s

s

c k R k R Rς ψ β
∞

+
=

= + + = + − − ∑ 
  

   

 
1

1

1
1

(1 ) ,

.( 1)

t t t t t t t

s
st t t t s

β
β

β
β ψ β

−
+

∞

=
−

+

= + + − = + −

= + −+ ∑

k k R k R

k R R

ς ς   

 

  

 （B.49） 

下面推导 t s+
R 的表达式。首先，注意到 1 /it it itR r pδ= − + ，并且在稳态时存在条件

(1 ) 1/ prβ δ ∗ ∗− + = ，因此有： 

 1

1

/
/

(1 )

l

1ln ,
1

ln( ( / 1 1)( ( / 1 1)) ),

(1 / (( / 1) ( ( / 1)) ) / ( ),
(1 )( ) (1 )
n )

(1 ) ( ( ).1 )

it it
it

it it

it it it it

it it it it it

r pR
r p

r

r r r p
r

r r p p p

p r r p p p
p p

p
w

δ
δ

β δ

β β
β δ β δ χ

∗ ∗

∗ ∗ ∗− ∗

∗ ∗ ∗ ∗− ∗ ∗ ∗

+
+

− +

≈

 − 
=  − 
= − + − +

+ − + − = −

= − = −− − − − −



 

   

 （B.50） 

其中，由于 /it it itkχ ≡  且 1 /it it it itwr kµ
µ
−=  ，则公式（B.49-50）可推出： 

1
1

1 ( ) .(1 (1 )) ( ) ( 1) s
t t t t t t t s t s t s

s

ββ δ ψ β
β

∞

+ + + +
=

−
−

 
 


= + − − − − + − −


∑ 

     k k w p w pχ χ  （B.51） 

（3）价值方程（公式（21））。相对于稳态的价值方程的全微分可表示为： 

 1.t t t t t tβ += − + +   v w p b D v  （B.52） 

（4）产品市场出清（公式（19））。相对于稳态的产品出清条件（B.26）的全微分可由

以下矩阵表示： 
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 1( )( ),( ) ( )t t t t t t tθ µ+ = + + −− − − 

    w w TS I wT zχ   

由于 d ln 0=τ ，因此可将上式进一步改写为： 

 [ ] )( ) ( )( .)( (1 )t t t tθ θ µ − + = − − + − − − +I II TS w I zT TT S χ

 
  （B.53） 

（5）价格指数（公式（17））。将公式（B.22）代入公式（B.23）中，并将其堆叠成矩

阵形式，则可得公式（17）： 

 ( ).(1 )( )t t t t tµ= − − − −p S w z k 

  
  （B.54） 

（6）相对于初始稳态的动态转移方程组。综合资本动态方程（B.51）、产品市场出清条

件（B.53）、人口流动条件（B.48）、价值方程（B.52）以及价格指数方程（B.54），可得相

对于初始稳态的动态转移方程为： 

 
( )

( )
1

1

(1 )

    (     (1 ) .

(1 )

11 ) ( 1)

t t t t t t

s
t t s t s t s t s

s

β δ

ββ δ ψ β
β

+

∞

+ + + +
=

= + − − − +

+ − − −

−

− − +
− ∑

   

 

 

 

k k w p k

w p k





 （B.55） 

 [ ] 1 ( ) .( ) ( )( (1 ) )t t t tθ θ µ−− + − + = − + − − − w I zI TT I TS I TS χ

 
  （B.56） 

 1 1( ) .t t t t
β
ρ+ += + − E I ED v 



   （B.57） 

 1(1 )( .)t t t t t t tµ β += − + + − + + v I S w z b vS DSχ 

     （B.58） 

 ( )( )(1 ) .t t t t tµ− −= − −Sp w z k 

  
  （B.59） 

B.4.5 稳态均衡条件 

接下来，本文将重新整理均衡条件（B.55-59），并求解内生状态变量（ t 与 tk ）的运

动规律。为了表示的方便，本文将状态变量改为劳动与资本-劳动比（ t 与 tχ ），但注意到

资本运动规律可以被恢复为 it it itk χ=  。将工资方程（B.56）的 d ln tw 代入价值方程

（B.58）中，可得： 

 
[ ] 1

1

( )
( )

,

1

( )
( )( (1 ) )

( )

t

t tt

t t t t t

θ
θ µ

µ β

−

+

  − −
− − +  

+=   


−
+ + − + + 

−
− +



I T
I S I T

S

I TS
I TS z

S

v

z b D v

χ

χ









 

 （B.60） 

 

[ ]
[ ]

[ ]

1

1

1

1

( ) ( )

(1 ( )
.

( )

) ( ) (

)) (

)

( ) (

t

t

t

t

t t t

θ

µ θ θ

θ θ

β

−

−

−

+

 − − − + −
 
 + − −
 =
 

−

 + − − + − 

− − + −

+

+ + −  
 

+ 

I S I T I T

I

T

I TS

S I S I T I TS
v

I S I T I TS z

b D v

TS

S I S

χ















 

上式可以更紧凑地改写为： 
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 1,t t t t t t tβ += + + + + v z vA B C b Dχ 

  
  （B.61） 

其中， A 、 B 、C 分别定义为： 

 [ ] 1 ,( ) ( ) ( )θ −≡ − − − −+ −A T II I T I TS S  

 [ ]{ }1(1 ) ( ) ) ,( )(µ θ θ −≡ − + − −− + −S I S I T S IT TSIB  

 [ ] 1 .( ) ( ) ( )θ θ −≡ + − − + − −C S I S I T IS TSI T  

将迭代方程（B.61）时期向前（Forward in Time）推导，可得： 

 ( )
0

( ) .s
t t t s t s t s t s

s

β
∞

+ + + +
=

++ += ∑ A Cv D B z bχ 

  
  （B.62） 

将公式（B.62）中的 1t+v （向后一期）代入公式（B.57）中，可得以下人口与稳态值

（ t


 ）对数偏差的自回归表示： 

 ( )1 1 1 1 1
0

( ) .)( s
t t t t s t s t s t s

s

β β
ρ

∞

+ + + + + + + + +
=

 
= + + 


− − +


∑E I ED D zA bCBχ   

 
    （B.63） 

类似的，资本动态方程（B.55）可改写为（注意到 t t t t t− = + +Bw p A Czχ

   
 ）： 

 
( )

( )1 1

1

(1 ) ( )

(1 ) ( ) .(

(1 )

1(1 ) 1)

t t t t t

t t s
t t s t s t s

s

β δ

ββ δ ψ β
β

∞+ +

+ + +
=

+ + − + − +
=
+ − +

−
+ −

−− − +∑

A B I C

A B I C

z

z

χ χ
χ

χ

 

  
 









 


 （B.64） 

B.4.6 命题 3 推导过程 

假设代理人在 0t = 时期了解到从 1t = 开始的生产率与舒适度的一次性、意料之外的、

持久性冲击。在这个假设下，可以将基本面（生产率与舒适度）相对于初始水平的未来序

列写成 ( ) ( ), ,    1t t for t= ≥z b z b 

  。 

回顾命题 3：存在 2 2N N× 的转移矩阵 P 和 2 2N N× 的冲击矩阵 R ，使得公式（22）

中的二阶差分方程组可以解出如下形式的闭式解： 

 1 ,      0.t t t for t+ ≥= +Px x Rf   （B.65） 

其中， t
t

t

 
=  
  

x
k









为 2 2N N× 的状态变量的一个向量；
t

t
t

 
=  
 

z
f

b







为 2 2N N× 的基本面冲

击的一个向量；而{ , }P R 也是 2 2N N× 的矩阵，并且其仅依赖于结构参数 }, , ,{ , ,θψ β ρ µ δ

与可观测的贸易与迁移矩阵{ , , , }S T D E 。 

证明如下： 

如前所述，令 t t t−≡ kχ  



 ，其中 tχ 为各个地区的资本-劳动比向量。由于代理人对未来

1t ≥ 时期基本面的期望为常数，因此可以将公式（B.63-64）中的期望符号去掉，并且将基
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本面未来序列写成 ( ) ( ), ,t t =z b z b 

  ： 

 ( ) ( )1
1 1 1

0

.( ) ( )s
t t t s t s

s

β β
ρ

∞
−

+ + + + +
=

− = + +− +∑E DI ED A C bB zχ   

 
    （B.66） 

 
( )

( )
1 1

1

(1 )

1                   (1 (1 )) ( 1) .

(1 ) ( )

( )

t t t t t t

s
t s t s

s

β δ

ββ δ ψ β
β

+ +

∞

+ +
=

+ = + + − + − +

+

−

−
+ − − − − +∑

A B I C

A B CzI

zχ χ χ

χ

  

   
  



 


 （B.67） 

类似的有： 

 ( ) ( )1
2 1 2 2

0

.( ) ( )s
t t t s t s

s

β β
ρ

∞
−

+ + + + + +
=

− − = ++ +∑I ED E A CD B z bχ   

 
    （B.68） 

 
( )

( )
2 2 1 1 1 1

1 1
1

(1 )

1                   (1 (1 )) ( 1) .

(1 ) ( )

( )

t t t t t t

s
t s t s

s

β δ

ββ δ ψ β
β

+ + + + + +

∞

+ + + +
=

+ = + + − + − +

+

−

−
− ++ − − − ∑

A B zI C

A B zI C

χ χ χ

χ

  

   
  



 


 （B.69） 

将公式（B.68）两边同乘以 βD，并减去公式（B.66），重新排列可得： 

 

1 1
1

1 1
2

1

( )

.( )

( )

( )

t

t t

t

β
ρ

β β β
ρ ρ ρ

β

β

− −
+

− −
+

+

 + − − 
= − −

− −

 −
 
 −
 
 −
 

E I EDD I ED A

D I ED

B Cz b

I ED E

χ





 

 



 

 

同样的，将公式（B.69）两边同乘以 β ，并减去公式（B.67）可得： 

 

( )2 2

1

1

( (1 ) ) ( (1 )( ))

                          ((1 ) (1 )( )( ))

                          ((1 ) (1 )( ) )
                    

(1 ) (1 )

(1 ) 1

(1 ) 1

t t t t

t

t

β β δ β δ

β β δ ψ βψ

β β δ ψ βψ

+ +

+

+

= − − − + − − − −

+ + − − −

+ + − −

+ − −

− − −

− − −

I A I B I

I B I

I A

χ χ

χ

 

 

 







.      (1 ) ((1 1 ))β δ ψ β−− − − Cz

 

将这两个二阶差分方程进行堆叠（Stacking），可得： 

 
1

11 12 112 1

21 22 21 222 1

( )
.t t t

t t t

β β
ρ ρβ

β β

−
+ +

+ +

 − −        
= + +          

−          




 

−  
 

   

00
0

zC ID I ED
I I H bχ χ χ

  



  



  

ϒ Θ
Θϒ ϒ Θ

ϒ

 （B.70） 

 1 1
11 12( ) ,( ) ,     β β

ρ ρβ − −+ − −≡ − ≡ −D I E I AED BEDϒ ϒ  

 [ ] 1
21 (1 ) (1 (1 ))( 1 )( ) ( ) ( ) ,β β δ ψ βψ θ − ≡ + + − − − − − − + − − I I S I T I TS I Tϒ  

 22 1(
,

(1 ) {(1 (1 ))( 1 )
[(1 ){ ( )[ )] ( )} ]}

β β δ ψ βψ
µ θ θ −

+ − − − − − ×
≡

− +


−

 − − − −+

I
S I S I T I I TS ITS

ϒ  

 1 1
11 21( ) (1 (1 .))( )( ( ),     ( ))β δ θ− −≡ − − ≡ − + − − − −− + −E II ED I S I T I S IT TΘ Θ  

 { }( )1
22 (1 (1 )) (1 ) ( )( ( )) .( )β δ µ θ θ −≡ − − − − − + − + −− − −I S I TS SI T I TS I IΘ  
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 [ ] 1( ( ) .(1 )(1 (1 )) ( ) )ψ β β δ θ θ −≡ − − − − − − + + −H I TI S I T I STS S  

接下来，本文首先猜想存在一个线性闭式解（B.65），并将其代入二阶差分方程组

（B.70）中，从而得到一个二次矩阵方程组（Matrix System of Quadratic Equations）。然后，

对这个二次矩阵方程组进行求解，并证实了猜想公式（B.65）是成立的。 

将猜想公式（B.65）代入二阶差分方程组（B.70）中，可得： 

 ( ) [ ]2 ,( ) 0t

t

 
− + − =

 
− + − 

 




z
RP P P

bχ











Ψ Γ Θ Ψ Ψ Γ Π  （B.71） 

 
1

11 12

21 22

( )( )
,     ,

β
β β

− −  
≡ ≡   

  

0D I ED
I I

ϒ ϒ
Ψ Γ

ϒ ϒ
 

 11

21 22

,     .
β β
ρ ρ

 − −
≡ ≡  

− 

 


  


0

0

C I

H

Θ
Θ Π

Θ Θ
 

为了让方程组（B.71）有解，且 0t

t

 
 
 

≠
χ







、 0
 
 


≠


z

b





，则需要以下条件： 

 2 0,−− =P PΨ Γ Θ  （B.72） 

 1 .( )−+ −=R PΨ Ψ Γ Π  （B.73） 

基于 Uhlig（1999）的做法，可以将第一个条件（B.72）写成以下广义特征向量-特征

值问题（Generalized Eigenvector-eigenvalue Problem），其中 e 表示广义特征向量，ξ 表示Ξ

相对于∆的广义特征值，也即： 

 ,e eξ =∆ Ξ  

其中： 

 ,         .   
≡ ≡   
   

0
0 0I I

Ξ
Γ Θ Ψ

∆  

若 he 为广义特征向量， hξ 为Ξ相对于∆的广义特征值，则 he 可被表示为（
Nh∈ℜ ）： 

 .h h
h

h

e
e

e
ξ 

=  
 

 

假设转移矩阵具有不同的特征值（基于经验数据验证），则存在 2N 个线性独立的广义

特征向量 1 2 ),( , Nee  以及相应的稳定特征值 1 2 ), ,( Nξ ξ ，并且转移矩阵 P 可表示为： 

 1,−=P ΩΛΩ  

其中，Λ 为 2N 个特征值的对角矩阵，Ω为 2N 个特征向量{ }he 的堆叠矩阵。进一步

https://research.tilburguniversity.edu/files/522234/97.pdf
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的，可将第二个条件（B.73）冲击矩阵 R 恢复表示为： 

 1 .( )−+ −=R PΨ Ψ Γ Π  

因此猜想公式（B.65）确实是公式（22）二阶差分方程组的闭式解，故命题 3 得证。 

B.4.7 转移路径的性质 

下面，本文使用命题 3 中的特征值-特征向量表示体系（Eigenvalue-eigenvector 

Representation）来说明经济向新稳态的转移路径。 

B.4.8 收敛动态与基本面冲击 

特别的，本文考虑代理人在 0t = 时期，将学习到基本面 ( ),z b 在 1t = 时的一次持久性

冲击，此时，基于命题 3 与公式（B.65），基本面 f 第 1 期的初始冲击为： 

 1 .=x Rf  

更一般地，这些基本面在第 1t ≥ 期的冲击为： 

 1
0

.
t

s
t t

s
+

=

 
= =  

 
+ ∑x Px f P RfR 

   （B.74） 

如果转移矩阵 P 的谱半径小于 1（在经验数据中已满足），则其加总
0

lim t
t s

s
→∞ =∑ P 是

收敛的，因此可以进一步将基本面在第 1t ≥ 期的冲击改写为： 

 1 1
1

0 1
( )( ) .s s t

t
s s t

∞ ∞
+ −

+
= = +

 
− = − −


=  

∑ ∑x P P Rf I P I P fR 

  

基于这一条件，新的稳态必定满足： 

 1
new initial ,lim ( )

t t
∗ ∗ −

→∞
= − = −x I Px x fR   

其中， 1( )−−I P R 与附录 B.4.3 中命题 A.1 的稳态变化的显式解一致： 

 1( ) .
z b

z b
−  

− =  
 

L L
I P R

K K
 

基于命题 3，可以将经济活动在不同地区空间分布的演变进一步分解为稳态收敛与基

本面冲击（的贡献），也即： 

 

1

1 2

1 0

0 1.

,

,

,

t t

t t

−

− −

−

= +

= +

= +

=

x Px Rf

x Px Rf

x Px Rf
x Px



 



 



 

 

 

其中，最后一个方程（ 0t = ）与其他方程具有不同特征，因为 0t = 时，代理人将意识

到基本面将在 1t = 时发生一次冲击，因此他们将会选择在 1t = − 或 0t = 进行迁移。对时期 t

与 1t − 的方程进行差分，可得： 
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 1 1
1 1 2 1 0 0 1l .n ln (ln ln ) (ln ln ) (ln ln )t t t

t t t t
− −

− − − −− = − = − = − +x x P x x P x x P x x P Rf  

进一步的，可得： 

 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]

1 1 1 2

1 0 0 1

1 1 2
0 1 0 1

0 1 0 1

1

0 1
0 0

.

ln ln ln ln ln ln

ln ln ln ln

(ln ln ) (ln ln )

(ln ln ) ln ln

(ln l )

 

n

 
t t t t t

t t t t

t t
s s

s s

− − − −

−

− − −
− −

− −

−

−
= =

− = − + − +

− −

= − +

+

− +

+ +

   +   
 +

=

− + −+

−

 

+∑ ∑

x x x x x x

x x x x

P x x P R P x x P R

P x x R x x

P P

f f

x

f

fx R



 







 （B.75） 

也即得到公式（24）。 

B.4.9 基于转移矩阵的谱分析 

如前文所述，基于特征向量的低维分量与转移矩阵 P 的特征值，可以进一步描述经济

的转移路径，而公式（24）则确保了可以将经济的动态路径分解为基本面冲击以及初始稳

态收敛两个部分。因此，为了简便处理，下面重点放在处于初始稳态的经济上。 
（1）转移矩阵的特征分解。首先对转移矩阵进行特征分解： ≡P U VΛ ，其中Λ 为按绝

对值降序排序的特征值对角矩阵，并且 1−=V U 。对于任意特征值 hλ ，第 h 列 )( hU u 与第 h

行 ( )h′V v 为转移矩阵 P 对应的右特征向量与左特征向量，也即： 

 ,         .h h h h h hλ λ ′ ′= =u Pu v v P  

也就是说， hu （或 h′v ）是这样一个向量：当左乘（或右乘）转移矩阵 P 时，是其以对

应特征值 hλ 为比例的自身乘积（矩阵 P 并不需要完全对称，而仅需满足特征值不唯一，本

文将右特征向量构造为：对于所有 h， hu 的 2 范数（2-norm）均为 1，也即 1i h′ =v u 当且仅

当 i h= ，其他情况均为0）。而对于 hu ，本文将其简称为特征向量，而{ }hu 与{ }h′v 均为扩张

构成 2N 维向量空间的基。 

接下来，本文将引入生产率与舒适度（基本面）的特定冲击，从而有助于辅助表征模

型的转移动态。本文定义一个特征冲击（Eigen-shock）为基本面冲击 ( )hf 对状态变量的初

始影响 ( )hRf ，并且这种影响与转移矩阵的真实特征向量 hu 或零向量一致。特征冲击与任意

特征向量间的关系可以表示为： 1
( ) ( )h h

− −= + uf P Π Ψ Ψ Γ 。注意到，这个关系式涉及的所

有矩阵、以及转移矩阵 P 的特征向量 hu ，均可仅由贸易与迁移份额矩阵 ( , , , )S T D E 和模型

结构参数 }, , ,{ , ,θψ β ρ µ δ 获得。因此，这些特征冲击能够由可观测的现实数据以及模型结

构参数进行求解。 

基于特征分解与特征冲击，可以对冲击后经济的动态响应进行谱分析。 
回顾命题 4：假定经济在初期（ 0t = ）便处于稳态，并且代理人在初期了解到未来

1t = 时将会发生一次持久的基本面冲击（
 
 
  

= z
b

f 



 ）。此时，状态变量的转移路径可以写成

转移矩阵 P 特征值（ hλ ）与特征向量（ hu ）的一个线性组合： 
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1 2 2

0 1 2

1 1
1

,
1

t tt N N
s h h

t h h h h
s h hh h

aλ λ
λ λ

−

= = =

− −
= =

− −
′=∑ ∑ ∑x f u uP RfR v 

  （B.76） 

其中，这个线性组合的权重 ha 可以通过对已观测到的基本面冲击 f 或特征冲击 ( )hf 进

行线性投影（或回归）系数获得。 

证明如下： 

首先考虑转移矩阵 P 的特征分解： ≡P U VΛ ，也即
2

1

Ns s
h h hh
λ

=
′= ∑P u v ，从而有： 

 
1 1 2 2 1 2

0 0 1 1 0 1

1 .
1

tt t N N t N
s s s h

t h h h h h h h h
s s h h s h h

λ
λ λ

λ

− − −

= = = = = =

− 
= = =

 ′ ′ ′=  


 − 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑P R u v Rx f f fu v R u fR v   

  

为了对任意经验冲击 f 进行分解，使之成为特征冲击 ( ){ }hf 的一个线性组合（a 为权重

矩阵），令 F表示第 h列为第 h个特征冲击的矩阵，则有 1  ( )−′⇔ == f a F F fFa F  ，也即 a

可以被恢复为 f 对特征冲击的回归系数。接下来，本文将展示如何应用命题 4 表征稳态收

敛速度以及跨地区冲击的异质性影响。 

（2）收敛速度。本文使用传统的半衰期（Half-life）概念对收敛到稳态的速度进行衡

量，具体而言，第 i 个状态变量对冲击 f 的半衰期被定义为：该状态变量收敛到稳态一半

时所需要的时间。也即： 

 ,arg max
max | |

| | 1
2s

t

it i

s i i

x x
x x

∞

∞

−
≥

−
 

 

 （B.77） 

其中， ,new ,initiali i ixx x∗ ∗
∞ −= 。 

现在，考虑非平凡特征冲击（Nontrivial Eigen-shocks）的收敛速度。对于非平凡特征

冲击，状态变量呈指数收敛到稳态，其收敛速度仅取决于对应的特征值 hλ 。 

回顾命题 5：假定经济在初期（ 0t = ）处于稳态，并且代理人在初期了解到未来 1t =

时会发生一次基本面冲击（
 
 
  

= z
b

f 



 ）。假设这些经验冲击的非平凡（Nontrivial）特征冲击

为 ( )hf ，其对状态变量的初始冲击在 1t = 时期与转移矩阵 P 的真实特征值 hu 一致，也即存

在 ( )h h=fR u ，则状态变量 tx 对该特征冲击响应的转移路径为： 

 
2

1
2

,
1 1
1 1

        ln ln
t tN
j t

t j j h h t t h
j

h

h
h

j

λ λ
λ λ +

=

− −′
− −

= = ⇒ − =∑x u v u u x x uλ  

则对于所有状态变量 , 22,h N=  ，其收敛到稳态的半衰期为： 

 (1/2) ln 2( ) ,
lnh

h

t
λ

 
= −  

 
f  

其中， ,new ,initiali i ix x x∗ ∗
∞ = − ， ⋅  为上取整函数（Ceiling Function）。特别的，对于相关

特征值为零的平凡特征冲击，其半衰期为零。 
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证明如下： 

如果基本面初始冲击 Rf 与真实特征向量（ ( )h h=fR u ）一致，那么可以将公式（28）

改写为： 

 
2 2

22 1
1 1
1

,
1

tt tN N
jh

t h h j j h h
j

h

j hh h

λλ λ
λ λ λ==

′
− −

=
−

′=
− −

=∑∑ 

 fv R ux u u uv  

其中，由于 0    i h hfor i′ = ≠v u 且 1    i h hfor i′ = =v u ，对 1t + 期与 t 期进行差分，则有： 

 
1

1
1 1
1 1

,
t t
h h

t t h h
h h

λ λ
λ λ

+

+

− −
−

−
−

−
= x x u u  

从 而 有 ： 1(1 )( ) (1 ) t
h t t h h hλ λ λ+− = −− x ux 。 因 此 ： 1( ) t

t t h hλ+ − = x x u 。 注 意 到 ：

initiallnlnt t
∗= − xx x ，也即： 1ln ln t

t t h hλ+ − =x x u 。这意味着向稳态的收敛呈指数形式，从而

对于每个地区 i 存在： 1 exp( )it

it

t
h ih

x
x uλ+ = 。基于半衰期的定义式（B.77），可解得： 

 
1
1

1
1

1 1 1,         ,         ln ln . 
2 2

ln 2,     
2

   
ln

t
h

h

h

h t
h h

hh

t
u

t
u

λ
λ

λ

λ λ
λ

−
−

−

= ⇒ ⇒ −= == ⇒  

为了保证 t 为整数，因此对其设定上取整函数：
ln 2
ln h

t
λ

= −
 
 
 

。 

B.4.10 两地区案例 
在正文第 3.3小节中，本文使用了一个从稳态开始的两个对称地区的简单案例对谱分析

方法进行了说明。基于地区对称性与贸易与迁移摩擦，支出与迁移份额矩阵（S和D）均为

对称且对角占优（Diagonal-dominant）矩阵，也即 =T S 、 =E D 。在这个附录中，本文将

对这个简单案例转移矩阵 P的 4个特征向量提供更进一步的描述。基于本附录 B.4.6中对于

命题 3 的证明，采用状态变量的类似表述 t


 与 t t t≡ −kχ  



 ，其中 tχ 为各个地区的资本-劳动

比向量。 

如前文所述，在这个简单案例中，转移矩阵 P 的四个特征向量具有以下简单形式： 

 ,

1 0 1
1 0 1

,     ,     
0
0

1
1

,     
1
1

   
   − −

   
   
   



  
 −  

   
−   

  
  
   

ζ ξ
ζ ξ

 （B.78） 

其中，常数ζ 、ξ 取决于模型结构参数以及贸易与迁移份额矩阵（ =S T 、 =D E ），

下面对这四个特征向量的性质作进一步分析。 

首先，如果 u 是 P 的一个特征向量，则有： 

 2λ λ= +u u uΨ Γ Θ  （B.79） 

其中，λ为对应的特征值，并且为常数；Ψ、Γ与Θ为公式（22）中的 4 4× 矩阵。这
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里，使用强力（Brute Force）手段（例如，基于 MATLAB符号工具，可以将Ψ 、Γ、Θ表

示为模型参数与矩阵 S 与 D 中要素的函数）容易验证 [1,1,0,0]′为特征值为 0 的特征向量；

[0,0,1,1]′也是一个特征向量，当业主的跨期替代弹性ψ 等于 1（对数偏好）时，其对应的特

征值为 )1 (1 (1 )µ β δ− − − 。更一般的，对于跨期替代弹性弹性ψ 不等于 1 的情况，特征向量

[0,0,1,1]′对应的特征值λ为以下二次方程的解： 

 
2(1 )(1 ) (1 )(1 )

,
( ) ( ) 4

2
X X X X Xβ ψ β β ψ β β

λ
β

+ − − + +− −− − +
=  

其中， ))1 (1 (1X µ β δ−≡ − − 。 

而对于向量 [1, 1,0,0]′− 与 [0,0,1, 1]′− ，则可以类似地证明其并不是特征向量。考虑到对

称性，以及特征向量形成一个基（Basis），故剩下的特征向量必须为以下形式 [1, 1, ],ζ ζ− − ′

与 [1, 1, ],ξ ξ ′− − ，其中ζ 、ξ 为常数。为了探寻其对应的特征冲击，基于如下公式： 

 2 0,         ( ) .− = + − =−P P P RΨ Γ Θ Ψ Ψ Γ Π  

因此，对于任意特征向量 u 及其对应的特征冲击 f （ =Rf u ），则其满足： 

 21 1( ) ( ) ( ) .λ λ
λ λ

= + − = + = +−f P u P P u uΠ Ψ Ψ Γ Ψ Ψ Γ Ψ Θ  

由于特征向量与特征冲击具有标度不变性（Scale-invariant），因此可以将常数1 / λ 消

去，从而将特征冲击改写为： 

 1( )λ−= +f u Π Ψ Θ  

这样，可以证明对应于 [1,1,0,0]′=u 的特征冲击为 [0,0,1,1]′=f ，而对应于 [0,0,1,1]′=u

的特征冲击则为 [1,1,0,0]′=f 。同样的，也可以证明原则上 [0,0,1, 1]′− 并不是一个特征冲击

（因为前两个元素 1( )[1, 1, , ]λ ζ ζ− ′+ − −Π Ψ Θ 通常不为零）。考虑到特征冲击必须扩张一个向

量空间，由于对称性，剩下的两个特征冲击必须基于 [1, 1, , ]c c ′− − 与 [1, 1, , ]d d ′− − 的形式，其

中 c、d 为常数。 
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